Universidad de Los Andes — Departamento de Matematicas
Examen Final del curso ALGEBRA LINEAL — 1105

Mayo 22 de 2012

(6 Puntos) I. Responda falso o verdadero, justificando matemdticamente su respuesta.
a. Si Ay B son matrices ortogonales del mismo tamano, entonces la matriz AB es una matriz ortogonal.
b. Existe una transformacién lineal sobreyectiva T : R? — R3.

c. Si en un sistema de ecuaciones lineales A¥ = b hay igual nimero de ecuaciones y de incégnitas,
entonces el sistema tiene solucién unica.

d. Si Ay B son matrices 2 x 2, entonces det(A + B) = det A + det B.

(4 Puntos) II. Considere la matriz A = |: ; f :|

a. Encuentre los valores propios y vectores propios de A.

b. Identifique la cénica x® + 4ay + 3> = 1 y trace la gréfica correspondiente.

(4 Puntos) III. Encuentre una matriz A € Mayx2(R) cuyos valores propios son Ay = =1y A2 = 3, y
. . . 1 N 1 .
cuyos vectores propios correspondientes son U = { 1 } y U2 = { 9 }, respectivamente.
x
(12 Puntos) IV. Considere el subespacio vectorial W = y | eR® | x4+ 2y — 32z =0 p y considere
z
-2 3 -2 3 1
los conjuntos By = 1 1 6 y B= 1 1 61, 2
0 5 0 5 -3

a. Demuestre que By es una base para W y B es una base ortogonal para R3.

b. Encuentre W+.

1
c. Encuentre la proyeccién ortogonal del vector | 3 | sobre W.
0
1
d. Encuentre las coordenadas del vector 2 con respecto a la base B.
-3

e. Encuentre la matriz Cp g, de cambio de base, que permite calcular las coordenadas de un vector

con respecto a la base candnica B. a partir de las coordenadas del vector con respecto a la base B.

f. Encuentre las coordenadas en la base canénica del vector 7 € R® cuyas coordenadas con respecto a
1

la base B son [¢]p = | 1
1

g. Si Pw : R® — R? es la transformacién lineal que a cada vector @ € R? lo proyecta ortogonalmente
sobre el subespacio W, encuentre la matriz de tal transformacién con respecto a la base B.

2
h. Encuentre la proyeccién ortogonal sobre W del vector | 9
2

TIEMPO MAXIMO 2 HORAS. NO SE PERMITE EL USO DE TABLAS, LIBROS, APUNTES, CALCULADORAS NI
APARATOS ELECTRNICOS. TODO TELEFONO CELULAR DEBE ESTAR APAGADO.
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(6 Puntos) I. Responda falso o verdadero, justificando matemdticamente su respuesta.

a. Si P; y P> son matrices de proyecciéon del mismo tamano, entonces la matriz P; P> es una matriz de
proyeccion.

b. Existe una transformacién lineal uno a uno (inyectiva) 7' : R® — R?.

c. Si en un sistema de ecuaciones lineales A¥ = b hay igual numero de ecuaciones y de incégnitas,
entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

d. Si A y B son matrices similares, entonces det A = det B.

(4 Puntos) II. Considere la matriz A = |: _52 _52 :|

a. Encuentre los valores propios y vectores propios de A.

b. Identifique la cénica 5z — 4ay + 5y* = 21 y trace la gréafica correspondiente.

(4 Puntos) ITI. Encuentre una matriz A € Max2(R) cuyos valores propios son A1 = 1 y A2 = 3, y cuyos

. . - 1 o 1 .
vectores propios correspondientes son U7 = { 1 } y Uz = [ 9 }, respectivamente.

T
(12 Puntos) IV. Considere el subespacio vectorial W = y | eR® | x — 2y 4+ 32z =0 p y considere
z
—3 2 -3 1
los conjuntos By = 1|, 6 y B= 1|, 6 , | —2
0 5 0 5 3

a. Demuestre que By es una base para W y B es una base ortogonal para R3.

b. Encuentre W+,

1
c. Encuentre la proyecciéon ortogonal del vector | —3 | sobre W.
0
1
d. Encuentre las coordenadas del vector | —2 [ con respecto a la base B.
3

e. Encuentre la matriz Cp g, de cambio de base, que permite calcular las coordenadas de un vector

con respecto a la base candénica B. a partir de las coordenadas del vector con respecto a la base B.

f. Encuentre las coordenadas en la base candnica del vector @ € R® cuyas coordenadas con respecto a
1

la base B son [d]p = | 1
1

g. Si Pw : R® — R3 es la transformacién lineal que a cada vector @ € R? lo proyecta ortogonalmente
sobre el subespacio W, encuentre la matriz de tal transformacién con respecto a la base B.

0
h. Encuentre la proyeccién ortogonal sobre W del vector | 5
8

TIEMPO MAXIMO 2 HORAS. NO SE PERMITE EL USO DE TABLAS, LIBROS, APUNTES, CALCULADORAS NI
APARATOS ELECTRNICOS. TODO TELEFONO CELULAR DEBE ESTAR APAGADO.
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SOLUCION

1. 0.5 puntos CADA ENUNCIADO CORRECTO, 1.0 punto CADA CORRECTA JUSTIFICACION.

a. Si A y B son matrices ortogonales/de proyeccién del mismo tamano, entonces la matriz AB es
una matriz ortogonal/de proyeccién. VERDADERO/FALSO.

b. Existe una transformacién lineal sobreyectiva T : R? — R? / inyectiva T : R? — R?. FALSO.

c. Si en un sistema de ecuaciones lineales AX = b hay igual nimero de ecuaciones y de incégnitas,
entonces el sistema tiene solucién tinica / infinitas soluciones. FALSO.

d. Si Ay B son matrices 2 x 2, entonces det(A + B) = det A + det B. FALSO.
Si A y B son matrices similares, entonces det A = det B. VERDADERO.

II. 0.5 puntos CADA VECTOR Y VALOR PROPIO CORRECTO, 1.0 punto POR IDENTIFICAR COR-
RECTAMENTE LA CONICA Y 1.0 punto POR TRAZAR CORRECTAMENTE UN BOCETO.

) ) 1 2 5 =2
Considere las matrices A = [ 9 1 ] y B = [ 92 5 }

a. Los valores propios de A son A\; = 3y A2 = —1 y los vectores propios correspondientes son
S 1 . 1 . .
U] = [ 1 } y Up = [ 1 ], respectivamente. Los valores propios de Bson \y =3y A =7y

1

~ 1 .
1 ] y U2 = [ 1 ], respectivamente.

los vectores propios correspondientes son v, = [

b. La cénica 22 + 4y + 2 = 1 es una hipérbola rotada —7 /4. La cénica 5% — 4y + 5y? = 21 es
una elipse rotada —m /4.

III. 1.0 punto POR IDENTIFICAR CORRECTAMENTE C, 1.0 punto POR IDENTIFICAR CORREC-
TAMENTE C~!, 1.0 punto POR IDENTIFICAR CORRECTAMENTE D Y 1.0 punto POR CALCULAR
CORRECTAMENTE LA MATRIZ. Ojo: Hay otros métodos que deben ser evaluados independi-
entemente!



. . 1 . 2 1
La inversa de la matriz C = [ 1 9 } es la matriz C~1 = [ 1 1 }
La matriz A € Msx2(R) cuyos valores propios son A\; = —1 y Ay = 3, y cuyos vectores propios corre-
. . . 1 . -5 —4
spondientes son v, = 1 y Ug = 9 |’ respectivamente, es: A = 8 7 |

La matriz A € Max2(R) cuyos valores propios son A\; = 1 y Ay = 3, y cuyos vectores propios corre-

spondientes son ¥; = { —11 } y Uy = { 712 }, respectivamente, es: A = [ —41 —52 ]

IV. 1.5 puntos CADA ENUNCIADO CORRECTO.

x F2 +3
Sea W = y | €R®|2+£2yF32=0, y considere los conjuntos By = 1 , 6 y
z 0 5
F2 43 1
B= 1 1 6 |, ] £2
0 | 5 F3

a. Es fcil ver que By es una base para W (los vectores pertenecen a W y son independientes) vy,
dada la escogencia de signos y la dimensién de W=, B es una base ortogonal para R?.

1
b. Wt =5p +2
T3
1
1 l 1 1
c. Proy +3 | = | £1 |, asique Proyy, | £3 | = | £2 |. (También se puede calcu-
! 0 2 0 +3
+2 T2 2
F3

lar proyectando sobre cada vector de la base ortogonal de W y sumando, o calculando la matriz
de proyeccién correspondiente.)

1 0
d. Las coordenadas del vector | 4+2 | con respecto a la base B son | 0
F3 1

e. La matriz Cp p, de cambio de base de la base B a la canénica B, es

T2 43 1
Cpp.=| 1 6 =2
0 5 T3
1 2
f. El vector ¥ € R? cuyas coordenadas con respecto a la base Bson [0]p = | 1 | es@= | 9
1 2
0
eneltema Ay v=| 5 | en el tema B, respectivamente.
8



g. La matriz de la transformacién lineal que proyecta ortogonalmente sobre el subespacio W, con

respecto a la base B, es:

1 00
PE=10 10
0 00
1
h. Finalmente, como el vector © € R3 cuyas coordenadas con respecto a B son [d]p = | 1 | es
1
2 0
=19 | eneltema Ay v = | 5 | en el tema B, respectivamente, podemos usar la matriz
2 8

PV% para calcular la proyeccién del vector ¥ correspondiente:

1 00 1
[Proyw s = Pgltls=| 0 1 0 L=
0 0 0 1
2 1 0 —1
luego Proyy, | 9 | = | 7 | eneltema A y Proyy, | 5 | = 7
2 5 8 5
mente. ~
2
Otra forma sencilla de hacerlo es notar que Proyy,. | 9 | = Proy
1
0 0 [ 1
el tema A y Proyy,. | 5 | = Proy 1 5| =1 -2
8 9 8 | 3
3]

donde la misma respuesta se sigue obviamente.

1
Ly,
| O
en el tema B, respectiva-
2 1
1 g = 23 en
5 _




