Universidad de Los Andes — Departamento de Matematicas
Examen Final del curso ALGEBRA LINEAL (A) - 1105 — SOLUCION

Noviembre 25 de 2014

(6 Puntos) I. Responda falso o verdadero, justificando matemdticamente su respuesta.

(1 1 0]
a. LamatrizA=| 1 1 0 [, cuyos valores propios son 0 y 2, es invertible.
0 0 2

FALso. El determinante de la matriz es claramente 0, luego no puede ser invertible.

[1 1 0

b. Lamatriz A= | 1 1 0 [, cuyos valores propios son 0 y 2, es diagonalizable.
|0 0 2 |
1
VERDADERO. Para el valor propio A = 0, que tiene multiplicidad algebraica 1, &1 = | —1| es vector propio; y
0
1 0
para el valor propio A = 2, que tiene multiplicidad algebraica 2, Z2 = |1| y &3 = [0 son vectores propios.
0 1

c. SiT:V — W una transformacién lineal, entonces la imagen de T' es un subespacio vectorial de W.

VERDADERO. Sean w1, wWs € R(T) C W y a,b € R. Entonces w = T'(¢h),Ws = T'(v2), para vh,02 € V, y
aw + b = aT(ﬁl) =+ bT(ﬁz) = T(aﬁl + bﬁz) € R(T),

luego R(T), la imagen de T, es un subespacio vectorial de W.

(8 Puntos) II. Considere la matriz A = { ? ; }

a. Encuentre los valores propios y vectores propios de A.

Los valores propios de A son 1y 3. Los vectores propios de A son (los multiplos de) 1 = {_11} , para el valor

propio 1, y & = {ﬂ para el valor propio 3.

b. Encuentre una diagonalizacién ortogonal de A.

_V2
Los vectores propios normalizados de A son #1 = \/52 , para el valor propio 1, y %2 [

vl

:| para el valor

2
propio 3. Asi, una diagonalizacién ortogonal de A, usando una matriz de rotacidn, es:

D-(%3)0DEF)

c. Use lo anterior para identificar la cénica 2z* + 2xy + 2y* = 3 y trace precisamente la gréifica correspondiente.

.y - .. 2 1 .
La ecuacién cuadrética original 2z% + 2zy + 2% = ( Ty ) < 1 9 ) ( v ) = 3 se escribe, en las nuevas

“fiufs

SISO
SNEN

Y
coordenadas,
(x' ,) 1 0 x’ 2?32 =3
y 0 3 y/ - y -
vz V2
asi que la cuadratica corresponde a una elipse rotada segiin 23 \;5 , es decir 45° en sentido antihorario:
T2 T2



d. Calcule A°Z, donde ¥ = [(2)]

Dado que & = m =(-1) hl} + (1) H tenemos que

(6 Puntos) III. Considere la transformacin lineal

T:R* - R?
T T —2y—=z
Yyl — |z —y+ 2z
z T+ 5z

a. Halle el nicleo (espacio nulo) de la transformacién T'.
Para encontrar el espacio nulo resolvemos el sistema homogeneo

r—2y—z = 0
r—y+2z = 0
T +5z = 0,
cuya matriz aumentada es
1 -2 -1
Aj0)=1 1 -1 2
1 0 5
y, aplicando el método de Gauss, tenemos
1 -2 —-11]0 P 1 -2
1 -1 200 | =10 1
1 0 510 1 0
1 -2 —-110 1
0 1 3|0 | TR
0 2 6 |0 0
5
as{ que N(T) = Sp 3
—1



4

—1| pertenece a la imagen de T'?
5

Para saber si el vector dado es generado por las columnas de A resolvemos el sistema no homogeneo

b. El vector v =

r—2y—z = 4
r—y+2z = -1
T + 52 5,

cuya matriz aumentada es
1 -2 -1\ 4
(A7) = 1 -1 2 |-1
1 0 5 5
y, aplicando el método de Gauss, tenemos

1 -2 —1] 4 1 -2 -1 4
1 -1 2| -1 |P22EAf o 1 3|5 | BEA
1 0 515 1 0 5|5

1 -2 —1] 4 1 —2 —1] 4

0 1 3|-5 |52 09 1 3|5

0 2 6|1 0 0 011

asi que 7 ¢ R(T).

1 0
c. Halle la matriz de representacion de la transformacién T' con respecto a las bases ordenadas B = 0,1},
0 0
1 0 1
y B =< |o|, 1], |0
0 1 1
1 1 0 -2 0 -1
Por definicién, dado que 7' | [0 = 1|, T 1 =|-1|lyT| |0 =121,
0 1 0 0 1 5
) 1 -3 —4
Mg =11 -1 2
0 1 3
X
(6 Puntos) IV. Sea S =Sp« |1
1_
a. Halle una base ortonormal de R® que contenga una base de S*.
1] o
Dado que S*+ = Sp 01,1 , usando el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, tenemos que
-1 -1
1 _ L )
V2 NG
0 , % es una base ortonormal para S que, completada con el generador de S, da lugar a la
1 1
V2 Ve
1 1 _\%
V3 V2 6
1 V2 3
base ortonormal \{5 , 01 , 73{ para R”.
V3 V2 G
1
b. Encuentre la proyeccién ortogonal del vector & = |2

sobre el subespacio S*.
1



1 L 4
: NOEN ] |
Es facil ver que Proyg [2| = 2 ? ? = % , luego
! Uzl A s
4 1
NN
PrOySi 21 = (2] — 3| = 3
1 1
1 1 3 3
1
. Halle la distancia del vector Z = [2| al subespacio S*.
1
1
La distancia pedida es la norma del vector Proyg | 2], i.e.
1

QO 00 [ 00| W
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(6 Puntos) I. Responda falso o verdadero, justificando matemdticamente su respuesta.

[1 2 0]
a. LamatrizA=| 1 2 0 [, cuyos valores propios son 0 y 3, es invertible.
0 0 3

FALso. El determinante de la matriz es claramente 0, luego no puede ser invertible.

1 2 0

b. LamatrizA= | 1 2 0 |, cuyos valores propios son 0 y 3, es diagonalizable.
| 0 0 3 |
—2
VERDADERO. Para el valor propio A = 0, que tiene multiplicidad algebraica 1, £1 = | 1 | es vector propio; y
0
1 0
para el valor propio A = 3, que tiene multiplicidad algebraica 2, Z> = |1| y &3 = [0 son vectores propios.
0 1

c. SiT:V — W una transformacién lineal, entonces el nicleo (espacio nulo) de T es un subespacio vectorial de V.

VERDADERO. Sean ¥1,72 € N(T) C V y a,b € R. Entonces
T(aty + b)) = aT(71) + bT'(72) = 0,

luego ath + b2 € N(T), y el espacio nulo de T es un subespacio vectorial de V.

(8 Puntos) II. Considere la matriz A = { 2 3 }

a. Encuentre los valores propios y vectores propios de A. Los valores propios de A son 1 y 6. Los vectores propios

. - 1 . - 2 .
de A son (los multiplos de) #1 = [72} , para el valor propio 1, y Z> = L] para el valor propio 6.
b. Encuentre una diagonalizacién ortogonal de A.
V5
25¢5 , para el valor propio 1, y &2 =

5
propio 6. Asi, una diagonalizacién ortogonal de A, usando una matriz de rotacion, es:

s 2 (£ (10 £

c. Use lo anterior para identificar la cénica 5z2 4+ 4y + 2% = 12 y trace precisamente la grafica correspondiente.

La ecuacién cuadratica original 5z2 + 4xy + 2y% = ( Ty ) ( g 3 ) ( i ) = 12 se escribe, en las nuevas

/ 1 0 z' 2 2
 (E )5 )

2v5
, es decir cos™* (?5) =~ 63.4° en

Los vectores propios normalizados de A son ¥ =

2v5
\% para el valor

5

“f

coordenadas,

asi que la cuadrética corresponde a una elipse rotada segin (

sentido antihorario:



1
wz = na Ll rwa [f] = coar [ coer [ =[]+ P |- | 5%’

(6 Puntos) III. Considere la transformacin lineal

T:R* - R?
T 20 —y+ 2z
yl— |z—y—2z2
z T+ 2z

a. Halle el niicleo (espacio nulo) de la transformacién T'.
Para encontrar el espacio nulo resolvemos el sistema homogeneo

20 —y+z =
rT—y—z =
T +2z = 0,
cuya matriz aumentada es
2 -1 110
Al0)=[ 1 -1 -1]0
1 0 210
y, aplicando el método de Gauss, tenemos
2 -1 110 P 2 -1 110 P
1 -1 —1|o0 |28 (o0 -1 3]0 | 2"
1 0 210 1 0 210
2 -1 1|0 2 -1 1|0
0 -1 —3]0 |™®2"= (0o —1 3]0
0 1 310 0 0 010
—2
asf que N(T) =Spg |-3
1



4

b. El vector v = | —1| pertenece a la imagen de 77
5
Para saber si el vector dado es generado por las columnas de A resolvemos el sistema no homogeneo
2c —y+2z = 4
r—y—z = -1
T +2z = 5,

cuya matriz aumentada es
2 -1 1 4
(A7) = 1 -1 -1]-1
1 0 2 5

y, aplicando el método de Gauss, tenemos

2 1 1] 4 29 1 1] 4
1 -1 1| -1 | ™28 0o 1 3|6 | 23N
1 0 215 1 0 2|5

2 —1 1] 4 2 1 1] 4

0 -1 -3|—-6 |25 o 1 _3]| -6

0 1 3] 6 0 O 0] 0

asi que el sistema tiene infinitas soluciones, luego el vector dado si pertenece al espacio generado por las
columnas de A.

1 0 0
c. Halle la matriz de representacién de la transformacién T' con respecto a las bases ordenadas B = 0],|1],1]0
0 0 1
1 0 0
yB =<{[1],]1], |0
1 1 1
1 2 0 -1 0 1
Por definicién, dado que T | [0 = |1{,T 1 =|-1|yT| |O =|-1],
0 1 0 0 1 2
, 2 -1 1
mg = -1 0 -2
0 1 3
1
(6 Puntos) IV. Sea S = Sp 1
-1
a. Halle una base ortonormal de R* que contenga una base de S*.
1 0
Dado que S+ = Sp 0], 1| p, usando el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, tenemos que
1 1
1 1
V2 NG
0, % es una base ortonormal para ST que, completada con el generador de S, da lugar a la base
1 1
V2 V6
1 1 _%
V3 V2 6
1 V2 3
ortonormal { \/51 , (1) , ? para R”.
V3 vz NG



b. Encuentre la proyeccién ortogonal del vector & =

S
1

sobre el subespacio S*.

L 2
Es facil ver que Proyg [2| = 2 % = | 35 |, luego
1 1 _2
! U =%l % 3
2 1
Proygi (2| = |2 52 = §
1 1_ _§ g
1
c. Halle la distancia del vector Z = | 2| al subespacio S*.
1
1
La distancia pedida es la norma del vector Proyg | 2], i.e.
1
2 Y
4 4 4 2v/3
g =4/t -+ o= .
g 9 9 9 3
3



