Algebra Lineal

Departamento de Matematicas
Universidad de Los Andes

Primer Semestre de 2007

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 1/85



LINEAR

FRALEIGH
BEAUREGARD




@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

Norma y Producto Punto

Algebra Matricial

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Inversas de Matrices Cuadradas

Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

@ Norma y Producto Punto

° Algebra Matricial

@ Sistemas de Ecuaciones Lineales

@ Inversas de Matrices Cuadradas

@ Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

D

imensidn, rango y transformaciones lineales

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

Norma y Producto Punto

Algebra Matricial

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Inversas de Matrices Cuadradas

Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

© Dimensién, rango y transformaciones lineales

© Espacios vectoriales

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

Norma y Producto Punto

Algebra Matricial

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Inversas de Matrices Cuadradas

Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

© Dimensién, rango y transformaciones lineales
© Espacios vectoriales

e Ndmeros complejos y espacios vectoriales complejos

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo
@ Norma y Producto Punto
° Algebra Matricial
@ Sistemas de Ecuaciones Lineales
@ Inversas de Matrices Cuadradas
Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

© Dimensién, rango y transformaciones lineales
© Espacios vectoriales
e Ndmeros complejos y espacios vectoriales complejos

© Determinantes

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo
@ Norma y Producto Punto
° Algebra Matricial
@ Sistemas de Ecuaciones Lineales
@ Inversas de Matrices Cuadradas
Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

© Dimensién, rango y transformaciones lineales

© Espacios vectoriales

e Ndmeros complejos y espacios vectoriales complejos
© Determinantes

@ Valores y vectores propios

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

Norma y Producto Punto

Algebra Matricial

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Inversas de Matrices Cuadradas

Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

© Dimensién, rango y transformaciones lineales

© Espacios vectoriales

e Ndmeros complejos y espacios vectoriales complejos
© Determinantes

@ Valores y vectores propios

@ Ortogonalidad

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

Norma y Producto Punto

Algebra Matricial

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Inversas de Matrices Cuadradas

Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

© Dimensién, rango y transformaciones lineales

© Espacios vectoriales

e Ndmeros complejos y espacios vectoriales complejos
© Determinantes

@ Valores y vectores propios

@ Ortogonalidad

@ Cambio de base

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 3/85



@ Geometria en R”, matrices y sistemas de ecuaciones lineales
@ Vectores en el Espacio Euclideo

Norma y Producto Punto

Algebra Matricial

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Inversas de Matrices Cuadradas

Sistemas Homogeneos, Subespacios y Bases

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 4 /85



Algebra vectorial en R”

Definicién
Un vector en R" es un arreglo ordenado de n niimeros reales. Podemos

escribir un vector como la lista de sus componentes Vv = (v1,...,V,) o,
equivalentemente, como una columna

Vi

<U
Il

Vn

Podemos sumar dos vectores del mismo tamano, y también multiplicar
vectores por nimeros...
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Operaciones elementales

Suma y producto por escalares

Dos vectores V = (vq,...,Vp) y w = (w1,...,w,) en R” se suman de
acuerdo con la regla:
V+w=(v1,...,vn)+ (Wi, ....,wp) = (1 +wa,...,Vp+ wp).
Un vector Vv = (vi,...,Vv,) se multiplica por un escalar r € R segtin:
r-v=_(rvi,...,rn).
)
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Gréaficamente, la suma en R? se representa

X3

4#

(v +wy, v+ ws)

vy + Wy
}Wz
vy 4
V+w
v
Wy
v
/< ]
| 1 = X|
0 7] Wy v+ wy
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Asi, por ejemplo,
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Propiedades de las operaciones elementales

Teorema (Propiedades de la adicién vectorial)

Sean i,V y w vectores en R”, entonces

@ Asociatividad:
(d+V)+w=id+ (V+w)

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 9 /85



Propiedades de las operaciones elementales

Teorema (Propiedades de la adicién vectorial)

Sean i,V y w vectores en R”, entonces

@ Asociatividad:

(T+V)+w=d+(V+w)
@ Conmutatividad:
i+v=v+u
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Propiedades de las operaciones elementales

Teorema (Propiedades de la adicién vectorial)

Sean i,V y w vectores en R”, entonces

@ Asociatividad:

(T+V)+w=d+(V+w)
@ Conmutatividad:
i+v=v+u
© Existencia de identidad aditiva:
i+0=14a

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007



Propiedades de las operaciones elementales

Teorema (Propiedades de la adicién vectorial)

Sean i,V y w vectores en R”, entonces

@ Asociatividad:
(4 V) +

S
1
=
+
<
+
E/l

@ Conmutatividad:
i+v=v+u
© Existencia de identidad aditiva:
i+0=14a

@ Existencia de inverso aditivo:

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007



Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)

Sean V y w vectores en R", y sean r y s escalares en R.

Q Distribitividad: r- (V+w)=r-V+r-w

Demostracién

De ahora en adelante escribiremos r - vV = rv.
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Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)
Sean V y w vectores en R", y sean r y s escalares en R.

Q Distribitividad: r- (V+w)=r-V+r-w

@ Distributividad: (r+s)-Vv=r-vV+s-vV

Demostracién

De ahora en adelante escribiremos r - vV = rv.
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Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)

Sean V y w vectores en R", y sean r y s escalares en R.

Q Distribitividad: r- (V+w)=r-V+r-w
@ Distributividad: (r+s)-Vv=r-vV+s-

© Asociatividad: r-(s- V)= (rs) -V

<4

Demostracién

De ahora en adelante escribiremos r - vV = rv.
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Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)

Sean V y w vectores en R", y sean r y s escalares en R.

—

Q Distribitividad: r- (V+w)=r-V+r-w
@ Distributividad: (r+s)-Vv=r-vV+s-
© Asociatividad: r-(s- V)= (rs) -V

Q Existencia de unidad multiplicativa: 1-v = v

<4

Demostracién

Se demuestra directamente apartir de la definicion de la suma y
multiplicacién por escalares.

De ahora en adelante escribiremos r - vV = rv.
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Definicidon

Una combinacion lineal de n vectores vy, Vo, ..., V, en R" es un vector que

se puede escribir de la forma
V=nw+nwu+-+ v,

donde ry, 1, ..., r, son escalares reales.
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Un ejemplo sencillo de combinacién lineal de dos vectores es
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En general, dos vectores w; y wo en R” generan un plano que pasa por el

origen cuando no son paralelos (no son uno un mdltiplo del otro):

W, .- . .

Cada vector en tal plano puede escribirse como una combinacién lineal
apropiada de los vectores wy y ws.
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Definicion

El espacio generado por k vectores vy, Vo, ..., Vi en R" es el conjunto
Sp (vi,va,..., k) ={nvi + nva+- -+ nvi|n,rn,..., ncR},

de todas las combinaciones lineales de tales vectores.

| A\

Ejemplo
e Un vector (no nulo) genera una recta.

e Dos vectores (no paralelos) generan un plano.
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Cémo hacer geometria en R"?

En el plano o el espacio las distancias y los
angulos son medidos mediante una operacién
llamada producto escalar, en R” procedemos
en forma similar:

Definicion
La norma o magnitud de un vector Vv = (v1, va, . .

., Vn) € R" se define

como

|Vl= 2+ 3+ 2
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Definicion

El producto punto entre 2 vectores V. = (vi,Va,...,Vy) ¥
w = (wy,ws,...,w,) en R" es el nimero real
VW =viws + Vowp + - -+ VW,

Obsérvese que, usando el producto punto, podemos escribir la norma de
un vector Vv = (vq, va,...,Vv,) € R” como

Il
~—~

<{

Nl

7).

Recordemos que, en el plano, dados dos vectores v; y o,

—

vi- v =| Vi || V2| cosb),

donde 0 es el angulo entre los vectores. Usaremos tal identidad para
definir el angulo entre dos vectores en R"...
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Definicidon

Dados dos vectores v y w en R”, definimos el dngulo entre ellos como

V-w
Z(v vT/):arccos< —— )
’ |Vl w]
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Paralelismo y perpendicularidad

En particular...

—

@ Si V- w = 0 decimos que V y w son ortogonales o perpendiculares.

e Si V= rw, donde r € R (r # 0), decimos que son paralelos.

Un ejemplo sencillo de
vectores perpendiculares,
en (a) R?2y (b) R3, es el
siguiente

(@) (b)
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Propiedades de la norma y el producto punto

Teorema

Sean U, V y w tres vectores en R" y r un escalar. Entonces:
V.

@ Conmutatividad: v-w = w -

Demostracion

Estas propiedades del producto punto implican las siguientes propiedades
de la norma...
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Propiedades de la norma y el producto punto

Teorema

Sean U, V y w tres vectores en R" y r un escalar. Entonces:
@ Conmutatividad: vVv-w = w - V.
@ Distributividad: - (V+ W) =i -V +ii-w.

Demostracion

Estas propiedades del producto punto implican las siguientes propiedades
de la norma...
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Propiedades de la norma y el producto punto

Teorema
r un escalar. Entonces:

Sean U, V y w tres vectores en R"

@ Conmutatividad: v-w = w - V.
@ Distributividad: G- (V+w)=d-V+d-w.

© Homogeneidad: r(v-w) = (rv)-w=v-(rw).

Demostracion

Estas propiedades del producto punto implican las siguientes propiedades

de la norma...

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 19 / 85



Propiedades de la norma y el producto punto

Teorema
Sean U, V y w tres vectores en R" y r un escalar. Entonces:
v

@ Conmutatividad: v-w = w -
@ Distributividad: G- (V+w)=d-V+d-w.
v (rw).

y solamente si v = 0.

© Homogeneidad: r(v-w) = (rv) -w =
Q Positividad: v-v >0y si

Demostracion

Directa a partir de la definicion.

Estas propiedades del producto punto implican las siguientes propiedades
de la norma...
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Propiedades de la norma

Teorema
Sean V y w vectores en R" y r un escalar.
Entonces:
© Positividad: | V |2_)0 y|v|=0siy
solamente si v = 0.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 20 / 85



Propiedades de la norma

Teorema

Sean V y w vectores en R" y r un escalar.
Entonces:
© Positividad: | V |2_)0 y|v|=0siy
solamente si v = 0.
@ Homogeneidad: | rv |=| r || V |.
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Propiedades de la norma
(Teorema |

Teorema

Sean V y w vectores en R" y r un escalar.
Entonces:

© Positividad: | V |2_)0 y|v|=0siy
solamente si v = 0.

@ Homogeneidad: | rv |=| r || V |.

© Desigualdad del triangulo:

|V w|<|V[+]w].
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Teorema

Propiedades de la norma
(Teorema |

Sean V y w vectores en R" y r un escalar.
Entonces:

© Positividad: | V |2_)0 y|v|=0siy
solamente si v = 0.

@ Homogeneidad: | rv |=| r || V |.

© Desigualdad del triangulo:

|V w|<|V[+]w].

Q Desigualdad de Schwarz:

7| 71| ).
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Matrices y su algebra

Definicidn

Una matriz m x n es un arreglo ordenado rectangular de nimeros reales
di1 412 -+ din
a1 ax - axp

con m filas y n columnas: A =

dml dm2 - dmn

La matriz también puede denotarse A = (a,-j) conl<i<m 1<j<ny,
en algunos casos, también denotaremos por (A); la entrada jj de la matriz
A. Llamaremos Mp,,(R) al conjunto de matrices m X n con entradas (o

componentes) reales.
Al igual que los vectores, podemos sumar dos matrices del mismo tamafio,

y también multiplicar matrices por nimeros...
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Operaciones elementales con matrices

Suma de matrices

Dos matrices A = (a;;) y B = (bjj) en Mpy(R) se suman de acuerdo con
la regla:
air - ain biir -+ bin
ax -+ a b1 -+ bop
. . . =
adml - amn bml e bmn
a1 +buir -+ ain+ bin
_ a1+by - anp+ by
ami+bmr -+ amn+ bmn
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Producto por escalares

ail a2
. a1 ax
Una matriz A =
dml adm2
r € R seglin:
raii
razi
rA =
rami

dln
azn

amn

rai»
razo

ram»

se multiplica por un escalar

rain
rasn

ramn
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Propiedades de las operaciones elementales con matrices

Teorema (Propiedades de la suma)

Sean A, B y C tres matrices m X n, entonces

@ Asociatividad:
(A+B)+ C=A+(B+ ()

v
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Propiedades de las operaciones elementales con matrices

Teorema (Propiedades de la suma)

Sean A, B y C tres matrices m X n, entonces

@ Asociatividad:
(A+B)+ C=A+(B+ ()

@ Conmutatividad:
A+B=B+A

v
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Propiedades de las operaciones elementales con matrices

Teorema (Propiedades de la suma)

Sean A, B y C tres matrices m X n, entonces

@ Asociatividad:
(A+B)+ C=A+(B+ ()

@ Conmutatividad:
A+B=B+A

© Existencia de identidad aditiva:

A+0=0+A=A

v
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Propiedades de las operaciones elementales con matrices

Teorema (Propiedades de la suma)

Sean A, B y C tres matrices m X n, entonces

@ Asociatividad:
(A+B)+ C=A+(B+ ()

@ Conmutatividad:
A+B=B+A

© Existencia de identidad aditiva:
A+ O0O=0+A=A
© Existencia de inverso aditivo:

A+ (-A)=0.

v

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 24 / 85



En los anunciados anteriores la matriz O es la matriz cuyas entradas son
todas cero:

00 --- 0
00 --- 0

o=1 . . | |
00 --- 0

y la matriz —A es la matriz cuyas entrada ij es —aj;:

—d11  —Aa1 —3din
—daz1 —a2 - —azp

—A _ _
—dml —am2 —dmn
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Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)

Sean A y B matrices m X n, y sean r y s escalares en R.

© Distribitividad: r(A+ B) = rA+rB

V
Demostracién
v

También es posible multiplicar matrices, cuando ellas tienen el tamano
adecuado...
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Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)

Sean A y B matrices m X n, y sean r y s escalares en R.

© Distribitividad: r(A+ B) = rA+rB
@ Distributividad: (r + s)A = rA+ sA

V
Demostracién
v

También es posible multiplicar matrices, cuando ellas tienen el tamano
adecuado...
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Propiedades de las operaciones elementales (continuacién)

Teorema (Propiedades de la multiplicacién por escalares)

Sean A y B matrices m X n, y sean r y s escalares en R.
© Distribitividad: r(A+ B) = rA+rB
@ Distributividad: (r + s)A = rA+ sA
@ Asociatividad: r(sA) = (rs)A.

Demostracion
Se demuestra directamente apartir de la definicion de la suma y
multiplicacion por escalares.

| \

A\

También es posible multiplicar matrices, cuando ellas tienen el tamano
adecuado...
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Multiplicacién de matrices

Definicidon

Sean Amxn ¥ Bnx) matrices m X n y n X |, respectivamente, es decir que
el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B. La matriz
producto AB es la matriz cuya componente ij esta dada por el producto
(como vectores) de la i-ésima fila de A por la j-ésima columna de B. Es

decir:
a1 a1
d4;1 d;2
dml a4m2

(AB)jj = aj1bij + ainboj +

ain

djn

amn

-+ aln nj —

biy --- by - by
byy - by - by
boy - by oo by

Z ajk ka
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-1 g —2 2 0
Asi, por ejemplo, para A = y B= 1 4 ,
4 3 2 > 1
0 1 2
1 2 3 6 b5
-1 0 -2 12 2 | -2 2
4 3 2 s 1 | -1 10 ’
0 1 2 /43 32 5 2 /40

donde la tercera fila y segunda columna ha sido calculada segtn la férmula
dada anteriormente, i.e.

(AB)z2 = asibiz + azboo + aszba
= (4)(0)+(3)(4) + (2)(—1) = 10.
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Transposicién de matrices

Definicién
Sea A = (aj;) una matriz en Myn(R), la transpuesta de A, denotada AT,
es la matriz AT = (aj;) € Mmn(R), i.e.

a11 a2 - dln di1 d21 ' dmil

a1 a2 - dop T a12 a2 - ame

dml1 dm2 “°° Admn / .. dln d2n " dmn —
v

Para la matriz B = 1 4 tenemos que BT = ( _02 411 _21 >
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Atencion!

Obsérvese que, en el ejemplo anterior, aunque se puede definir el producto
AB no es posible definir BA!

Asi, solo estan definidos ambos productos, AB y BA, cuando las matrices
son cuadradas y del mismo tamafio. En general,

AB # BA,

luego la multiplicacién de matrices no es conmutativa.
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Algunas Propiedades de la multiplicacién matricial y la

transposicion

Asi como existe una identidad para la suma de matrices (la matriz O),
existe una matriz que juega el mismo papel respecto a la multiplicacién:

Definicidon

La matriz identidad (de tamafio n x n) es la matriz diagonal
10 --- 0
01 -0
| =
00 --- 1

Tenemos entonces que, para cualquier matriz A de tamaio m x n,
Al = A.
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Teorema (Propiedades de la multiplicacién matricial)

Sean A, B y C tres matrices y r un escalar, entonces

@ Asociatividad: (AB)C = A(BC)
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Teorema (Propiedades de la multiplicacién matricial)

Sean A, B y C tres matrices y r un escalar, entonces
@ Asociatividad: (AB)C = A(BC)
@ Distributividad a izquierda:

A(B+ C) = AB + AC
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Teorema (Propiedades de la multiplicacién matricial)

Sean A, B y C tres matrices y r un escalar, entonces
@ Asociatividad: (AB)C = A(BC)
@ Distributividad a izquierda:

A(B+ C)=AB+ AC
© Distributividad a derecha:

(A+ B)C = AC + BC
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Teorema (Propiedades de la multiplicacién matricial)

Sean A, B y C tres matrices y r un escalar, entonces
@ Asociatividad: (AB)C = A(BC)
@ Distributividad a izquierda:

A(B+ C)=AB+ AC
© Distributividad a derecha:
(A+B)C =AC+ BC

© Distributividad de escalares: r(AB) = (rA)B = A(rB)

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 32/85



Teorema (Propiedades de la multiplicacién matricial)

Sean A, B y C tres matrices y r un escalar, entonces
@ Asociatividad: (AB)C = A(BC)
@ Distributividad a izquierda:

A(B+ C)=AB+ AC
© Distributividad a derecha:
(A+ B)C=AC + BC

© Distributividad de escalares: r(AB) = (rA)B = A(rB)
© Identidad multiplicativa: IA = Al = A.

v

De ahora en adelante, cada vez que un producto matricial sea indicado, se
asume que las matrices tienen el tamafo indicado para que su producto
esté bien definido.
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Teorema (Propiedades de la transpocién)

Sean A y B dos matrices. Entonces

(1]
(AT)T = A
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Teorema (Propiedades de la transpocién)

Sean A y B dos matrices. Entonces

(1]
(AT)T = A

(2}
(A+B)T =AT + BT
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Teorema (Propiedades de la transpocién)

Sean A y B dos matrices. Entonces

o
(AT =A
(2]
(A+B)T=AT +BT
(5]

(AB)T = BTAT,

Veamos con detalle la prueba de la dltima de las propiedades enunciadas
en el teorema (las dos primeras pueden verificarse directamente).
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Demostracion
Sean A = (ajj) € Mmn(R) y B = (brs) € Mpk(R) dos matrices arbitrarias,
luego podemos multiplicarlas para obtener AB € My, (R). Tenemos que
probar que las matrices (AB)T y BT AT son iguales, es decir que cada una
de las entradas de (AB)7 es igual a la entrada correspondiente de BT AT,
ie.

|

(AB)] =(BTAT); YO<i<mO0<;<k

Pero
n

(AB)f = (AB)ji = (A)i(B)i = > ajibi
=1

I=1
Y, por otra parte,

n
(BTAT Z(B ,/(A )/J Zb,,-aj,,
I=1

luego hemos demostrado lo que queriamos.
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Definicion

Una matriz A es llamada simétrica si

A=AT.

Toda matriz A simétrica es necesariamente cuadrada y

d11 412 -+ Adip

di2 a2 - azp
A=

dip 4ad2p - ann
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El producto punto como multiplicacién matricial

Dado que los vectores son matrices con una sola columna columna,

Vi
V= : € R" = Mp1(R),
Vn

podemos escribir el producto escalar de dos vectores vV, w € R” como un
producto de matrices:

w1
o = =T w2 -
V-W =1V W:(v1 Vo e v,,) ) :E Vi w;.
' i=1
Whn
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Una observacién importante...

Si A es una matriz m X ny B es una matriz n x k, podemos calcular el
producto AB mediante la siguiente férmula:
ail1 a2 ain ‘ | e |
AB arx  ax an
: b1 b by
din Aa2n ann | | |
- Aby  Ab Ab, |’
donde los vectores {by, by, ..., bx} son los vectores columna de la matriz
B. Esta observacion serd fundamental para entender el rol de las matrices
como transformaciones lineales mds adelante.
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Ecuaciones Lineales

Una ecuacion lineal en n variables es una ecuacién de la forma
nxy+ nxp+---+ mx, = a,

donde los coeficientes r1,..., rp, a € R son conocidos y las variables
X1,...,Xp son llamadas incégnitas.

Cada ecuacién lineal representa un lugar I
geométrico. Por ejemplo, la ecuacién
X+ y + z =1 representa un plano en

.
R3: :
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales en n variables es una coleccion de
ecuaciones lineales de la forma

ayix1 +awpxo + -+ ax, = by
asix1 +amxa+ -+ amx, = b
amiX1 + ameXx2 + -+ amnXn = bpy

donde los coeficientes a;;, by € R son niimeros reales conocidos para
0<i<m0<j<ny0<k<m
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Tener varias ecuaciones lineales es tener
varios lugares geométricos en R", y
queremos usar el algebra matricial para
estudiarlos. Por ejemplo, dos ecuaciones
lineales “diferentes” en R3 representan
dos planos cuaya intersecciéon es una
recta:

Solucionar el sistema significa encontrar tal recta...
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... pero, aunque pueden existir soluciones, también puede pasar que no
existan soluciones, o que existan infinitas soluciones:

{2x—3y =4 2x -3y = 4
x—3y =6 {4x+6y — 8
y y
)
2
1 —4x + 6y = —8
t t > X
P
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Solucidn de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales en n incégnitas

ajix1 +awpxo+ -+ anx, = by

ax1X1 +amxo + -+ amxp, = by

amiX1 + a@maXo + -+ + @mnXn bm

puede escribirse en forma compacta en notacién matricial como AX = b,
donde

ail a2 - ain X1 by
a1 ax» -+ an X2 by
dml dm2 " Admn Xn bm
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Vamos a definir, a partir de la matriz de coeficientes A = (aj;), una matriz
aumentada y una serie de operaciones elementales que nos permitiran
encontrar las soluciones al sistema (en caso de que existan). Este método
es conocido como reduccién de Gauss-Jordan.

Definicidon

La matriz aumentada asociada al sistema AX = b es la matriz

ail a2 - ain | b1
a1 axp - ax | b

b)
aml am2 - amn | bm

que escribiremos en forma abreviada como (A|b).
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Como indicamos en un ejemplo anterior, multiplicar por un escalar una
ecuacién lineal no modifica el lugar geométrico que representa (las rectas
definidas por 2x — 3y =4 y —4x 4+ 6y = —8 son la misma). En general,
dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma

ajix1 +awpxo+ -+ anx, = by
anix1 +amxa+ -+ amx, = b
amiX1 +amXe + -+ ampXn = bnm

hay dos operaciones elementales que no alteran el lugar geométrico
definido por ellas:

Operaciones Elementales

@ Multiplicar una ecuacién por un escalar (diferente de cero),
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Como indicamos en un ejemplo anterior, multiplicar por un escalar una
ecuacién lineal no modifica el lugar geométrico que representa (las rectas
definidas por 2x — 3y =4 y —4x 4+ 6y = —8 son la misma). En general,
dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma

ajix1 +awpxo+ -+ anx, = by
anix1 +amxa+ -+ amx, = b
amiX1 +amXe + -+ ampXn = bnm

hay dos operaciones elementales que no alteran el lugar geométrico
definido por ellas:

Operaciones Elementales

@ Multiplicar una ecuacién por un escalar (diferente de cero),

@ Sumar (un mdltiplo de) una ecuacién del sistema con (un mdaltiplo
de) otra.
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Las operaciones descritas anteriormente dan lugar, en la notacién de
matriz aumentada para el sistema, a las siguientes operaciones elementales

entre filas:

Operaciones elementales entre filas

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz aumentada

ail a2 - aip | b

. axt ax» -+ axn | b
(Alb) =

aml Am2 - amn | bm

Las siguientes son las operaciones elementales entre filas:

© Intercambiar dos filas cualesquiera,
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Las operaciones descritas anteriormente dan lugar, en la notacién de
matriz aumentada para el sistema, a las siguientes operaciones elementales

entre filas:

Operaciones elementales entre filas

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz aumentada

ail a2 - aip | b

. axt ax» -+ axn | b
(Alb) =

aml Am2 - amn | bm

Las siguientes son las operaciones elementales entre filas:
© Intercambiar dos filas cualesquiera,

@ Multiplicar una fila por un escalar (diferente de cero),
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Las operaciones descritas anteriormente dan lugar, en la notacién de
matriz aumentada para el sistema, a las siguientes operaciones elementales
entre filas:

Operaciones elementales entre filas

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales con matriz aumentada

ail a2 - aip | b

. axt ax» -+ axn | b
(Alb) =

aml Am2 - amn | bm

Las siguientes son las operaciones elementales entre filas:
© Intercambiar dos filas cualesquiera,

@ Multiplicar una fila por un escalar (diferente de cero),

© Sumar (un miltiplo de) una fila con (un multiplo de) otra.
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Ejemplo

Para ilustrar las operaciones elementales entre filas, y su efecto sobre los
sistemas de ecuaciones lineales, obsérvese que para encontrar el punto de
interseccion entre las rectas {1 : 2x —y =0yl : x+y = 3 en el plano, es
decir un punto (X, yo) € R? cuyas coordenadas deben satisfacer ambas
ecuaciones, podemos sumar ambas ecuaciones para obtener

luego x, = 1 y, de la ecuacion de (5, tenemos que y, = 2.
En términos de la matriz aumentada asociada al sistema

2x—y = 0
x+y = 3

tenemos
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Ejemplo (continuacién)
- 2 —-110

y, haciendo tres operaciones elementales, obtenemos

» (2 —-1|0)\F~R-A+R (3 0|3
am=(1 7)) (3 2)3)
Fl—i:Fl 1 0|1 FQ—E—Fl 1 0|1 . (/ |§)
1 13 0 1/2) ’

- 1 .
donde el vector a = < 5 ) tiene como componentes las coordenadas del

punto de interseccion de las dos rectas {1 y >, es decir la solucion al
sistema.

Lo anterior no es sino una ilustracién del siguiente
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Teorema

Si dos matrices aumentadas (A|b) y (B|3), correspondientes a dos
sistemas de ecuaciones lineales, son equivalentes bajo operaciones
elementales entre filas, entonces los sistemas de ecuaciones tienen el
mismo conjunto de soluciones.

Dado que (cuando hay tantas ecuaciones como incégnitas) la solucién a un
sistema de ecuaciones se escribe mediante la matriz identidad aumentada

10 --- 0 al X1 = a1

o1 --- 0 an Xo = as
(113) = . &

00 --- 1]a, Xp = an

el objetivo al hacer operaciones elementales entre filas, en una matriz
aumentada, serd lograr una matriz lo mas parecida posible a la matriz
identidad. Llamaremos tal matriz escalonada por filas.
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Definicién
Una matriz estd en forma escalonada por filas si:

@ Todas las filas conteniendo solo ceros apareces bajo las filas que
contienen entradas diferentes de cero.

@ La primera entrada diferente de cero en cualquier fila (llamada pivote)
aparece en la columna a la derecha de la primera entrada no nula en
cualquier fila anterior.

v

Ejemplo

1 0 -2 1 0 -2

0 4 3 0 4 3

01 3 0 0 3

0 0 2 0 0 O
No esta en forma escalonada Si estd en forma escalonada
por filas. por filas.
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Reduccion de Gauss-Jordan

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b, con matriz
aumentada (A|b), el método de reduccién de Gauss-Jordan indica la forma
mas sencilla de encontrar las soluciones al sistema: encontrando una
matriz aumentada escalonada por filas, a partir de la matriz (A|b), y
despejando cada incégnita en el nimero minimo de variables libres.

Ejemplo

Consideremos el sistema de ecuaciones

X1 +4x+x3 = 1
x1+ —2x3 = 1

cuya matriz aumentada asociada es

1 4 1|1
10 —2|1 )"
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Ejemplo (continuacién)

Haciendo operaciones elementales entre filas tenemos

1 4 1 |1\FR-R-FA/(1 4 1|1
—
1 0 -2]|1 0 -4 -3|0

que esta en forma escalonada por filas. Las ecuaciones lineales
correspondientes son

x1+4x+x3 = 1
—4x, —3x3 = 0
luego, de la segunda ecuacion deducimos que 4x, = —3x3 y, con tal

resultado usado en la primera, tenemos que

X1 = 1+2X3.
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Ejemplo (continuacién)

Asi, tenemos que

X1 = 1+ 2X3
3
X0 = ——X
2 4 3

y no es posible eliminar la variable libre x3, que para cada valor real da
lugar a una solucion particular del sistema. Por ejemplo, para x3 = 4,

9
x1=9yx = -3, luegoX, = | —3 | es una solucién particular. La
4
solucion general del sistema es
1+ 2X3
Xg = —%X3

X3
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Podemos aplicar lo visto anteriormente para saber si, dado un vector fijo

V, € R", éste se encuentra en el espacio generado por otros vectores
{V1,...,Vk}. Recordemos que V, € Span{vy,..., Vi} cuando existen
escalares x1,...,x, € R tales que

Vo = X1V + XoVo + - -+ + X Vi

luego, si escribimos cada vector en términos de sus componentes

by an ai aik
. b . an . ax . axk
VO - . 1 V]. = . 1 V2 = . 1ot gy Vk = .
bm aml am2 Amk
tenemos
b1 a an alk
bo a1 an aok
=x1 + X2 +o Xk
bm amil am2 Amk
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luego decidir si V, € Span{Vi, ..., Vk} es equivalente a solucionar el
sistema de ecuaciones lineales

aiix1 +apxo + -+ auxk = by
axi+amxo+ - +auxk = b
amix1 +amex2 + -+ amkXk = bm.

Asi, hemos demostrado el siguiente

Teorema

Sea A € Mmi(R) una matriz y AZ = b un sistema de m ecuaciones
lineales con k incdgnitas. Entonces el sistema es consistente (i.e. tiene
soluciones) si y solamente si el vector beR™ pertenece al espacio
generado por las columnas de A.
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Ejemplo
7
Queremos saber si X, = | —5 | pertenece al espacio generado por los
10
2 3 -1
vectores 0 |, 1 y -3 o, equivalentemente, si el sistema de
4 5 -2
ecuaciones
2x14+3x0 —x3 = 7
X0 —3x3 = =5
4x1 +5x —2x3 = 10

tiene soluciones. La matriz aumentada del sistema es

2 3 1|7
01 -3|-5 1,
4 5 —-2110
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Ejemplo (continuacién)

luego, haciendo reduccion de Gauss-Jordan tenemos

2 3 -1| 7 2 3 -1]7
Pobehilg 1 35 | P22 [0 1 —3|-5
0 -1 0 |-4 00 —3|-9

que estd en forma escalonada por filas. Las ecuaciones lineales
correspondientes son

2x1+3x —x3 = 7
xx—3x3 = -5
—3x3 = -9

luego x3 = 3, de la segunda ecuacion deducimos que xo = 4 y, con tal
resultado usado en la primera, tenemos que x; = —1.
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Ejemplo (continuacién)

-1
Lo anterior significa que hay una solucién tnica, X = 4 , que
3
contiene los coeficientes escalares necesarios para escribir el vector
7 2 3
-5 como combinacion lineal de los vectores 0 |, 1 y
10 4 5
-1
—3 |. De hecho,
-2
7 2 3 -1
S |l=C-D|Oo0|+@®[1|+0B]| -3 ],
10 4 5 —2
como puede verificarse directamente.

v
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En general, dado un sistema de ecuaciones lineales, el método de
reduccién de Gauss-Jordan nos conduce a tres posibilidades a la hora de
buscar sus soluciones:

@ El sistema tiene una Unica solucion
@ El sistema tiene infinitas soluciones
© El sistema no tiene ninguna solucién.

El siguiente teorema nos dice a qué tipo de resultado en la reduccién
corresponde cada una de estas situaciones.
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Teorema (Resumen)

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma

AX = b,
con matriz aumentada (A|b) ~ (B|3), donde B es una matriz escalonada
por filas obtenida por el método de reduccion de Gauss-Jordan, entonces
una de las siguientes afirmaciones es cierta

@ La matriz aumentada (B|3) tiene una fila con todas las entradas
iguales a cero a la izquierda y un escalar diferente de cero a la

derecha. Entonces llamamos al sistema inconsistente y decimos que
no tiene ninguna solucion.
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Teorema (Resumen)

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma

AX = b,
con matriz aumentada (A|b) ~ (B|3), donde B es una matriz escalonada
por filas obtenida por el método de reduccion de Gauss-Jordan, entonces
una de las siguientes afirmaciones es cierta

@ La matriz aumentada (B|3) tiene una fila con todas las entradas
iguales a cero a la izquierda y un escalar diferente de cero a la
derecha. Entonces llamamos al sistema inconsistente y decimos que
no tiene ninguna solucion.

@ La matriz B contiene un pivote en cada columna. En este caso
decimos que el sistema es consistente y tiene una tinica solucion.
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Teorema (Resumen)

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma
AX = b,

con matriz aumentada (A|b) ~ (B|3), donde B es una matriz escalonada
por filas obtenida por el método de reduccion de Gauss-Jordan, entonces
una de las siguientes afirmaciones es cierta

@ La matriz aumentada (B|3) tiene una fila con todas las entradas
iguales a cero a la izquierda y un escalar diferente de cero a la
derecha. Entonces llamamos al sistema inconsistente y decimos que
no tiene ninguna solucion.

@ La matriz B contiene un pivote en cada columna. En este caso
decimos que el sistema es consistente y tiene una tinica solucion.

© La matriz B contiene alguna columna sin pivote. En este caso
decimos que el sistema es consistente y tiene infinitas soluciones.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 59 / 85



La inversa multiplicativa de una matriz

Sea A € M,(R) una matriz cuadrada n x n. Decimos que A es invertible,
y que su inversa es la matriz A=t € M,(R), si

AATL=AtA=,

donde | € Mp(R) denota la matriz identidad n x n. Si A no es invertible la
llamamos singular.

v

Obsérvese que, en general, si existen dos matrices C y D tales que
AC=DA=1,
entonces
DAC = (DA)C=IC=C
DAC = D(AC) = DI =D,

luego D = C, i.e. las inversas de A a izquierda y a derecha deben ser
iguales.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 60 / 85



Por otra parte, supongamos que existen dos matrices inversas para A, es
decir C y D tales que

AC=CA=1 y AD=DA=I.

Entonces
AC =CA

y multipicando a izquierda a ambos lados por D tenemos
D(AC) = D(CA)
(DA)C = D(CA)
IC = DI,

luego C = D y hemos demostrado el siguiente

Teorema
La inversa de una matriz cuadrada, cuando existe, es tnica.
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Supongamos que queremos encontrar la matriz inversa de la matriz

A:<a b),esdeciruna matrizA_1:<X y)tal que
c d zZ w

AATL = /.

Explicitamente, escribamos

a b x y\_(ax+bz ay+bw \ (1 0

c d z w/) \cox+dz cy+dw /] \ 0 1
lo que podemos escribir como el siguiente sistema de cuatro ecuaciones
con cuatro incégnitas:

ax+ bz =
ay + bw =
cx+dz =
cy +dw =

= O O =
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a 0 b 0|1
cuya matriz aumentada es 0 a0 b0 que, multiplicando las dos
c 0 d 0|0 '
0 c 0 d]|1
ac 0 bc 0 |c
primeras filas por ¢ y las dos ultimas por a es 0 ac 0 bc|0
ac 0 ad 0 |0
0 ac 0 ad|a
El método de reduccién de Gauss-Jordan nos da como resultado:
100 0] 4%
010 0|5
0010 7% |’
0 00 1|_5%

luego la matriz A es invertible solamente cuando ad — bc # 0 y en tal caso

su inversa es .
d —-b
Al = .
ad — bc ( —Cc a >
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El método utilizado en el ejemplo anterior muestra que el problema de
invertir una matriz cuadrada puede escribirse y solucionarse en términos de
sistemas de ecuaciones lineales, mediante el método de reduccién de
Gauss-Jordan. En general tenemos

Célculo de inversas
Sea A una matriz cuadrada, para calcular su inversa siga los siguientes
pasos:

@ Forme una matriz aumentada con la matriz identidad de tamano
correspondiente (A | /).
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El método utilizado en el ejemplo anterior muestra que el problema de
invertir una matriz cuadrada puede escribirse y solucionarse en términos de
sistemas de ecuaciones lineales, mediante el método de reduccién de
Gauss-Jordan. En general tenemos

Célculo de inversas
Sea A una matriz cuadrada, para calcular su inversa siga los siguientes
pasos:

© Forme una matriz aumentada con la matriz identidad de tamafio
correspondiente (A | /).

@ Aplique el método de Gauss-Jordan (A | /) para reducir la matriz
aumentada a la forma (/ | C). Cuando la reduccién puede llevarse a
cabo completamente, la matriz apareciendo a la derecha serd la
inversa de A (i.e. C = A1), si la reduccién completa no es posible,
la matriz A no tendrd inversa.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 64 / 85



Encontremos, a manera de ejemplo, la inversa de la matriz

1 -1 -1
A= 2 1 =3 | € M3(R). Tomamos la matriz aumentada
-1 0 1
1 -1 -1j1 0 O
(All) = 2 1 -3/010
-1 0 1|0 01

y la reducimos usando el método de Gauss-Jordan hasta encontrar a la
izquierda la matriz identidad:

1 -1 -1/1 00\ _ _ 1 -1 —-1]1 00
2 1 -3/010 ™™= 0 3 —-1|/-210
-1 0 11]0 0 1 -1 0 10 01
1 -1 =11 00 1 -1 =11 00
Fohrhilg 3 —1]—2 10 |80 -1 01 01
0 -1 0|1 01 0 3 —-1|-210
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1 -1]/1 0 0
0 1 0 |-10 —1 |P B3k
0 3 —-1/-21 0

F2—>(—1)>< F>
-—

1 -1 -1/ 1 0 0 1 -1 -1/ 1 0 0
001 o0|-10 -1 |PEFlo 1 o011 0o -1
00 -1/1 1 3 00 1|-1 -1 -3
1 -1 0l0 -1 -3 100|-1 -1 —4
01 0/-1 0 -1 |81 0 10/-1 0 -1},
0 0 1/-1 -1 -3 00 1[-1 -1 -3

luego la matriz es efectivamente invertible y su inversa es

1 -1 —4
Al=[ -1 0 -1
-1 -1 -3
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Dado un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas de la forma
AX = b,

conocer la matriz inversa de A puede ayudar a encontrar facilmente la
solucién. En efecto, si A~ existe, multiplicando a izquierda ambos lados
de la ecuacién anterior tenemos

ATLAX = A1,
luego
X =A"1b,
seria la solucién al sistema.

Ejemplo

Consideremos el sistema

2x—y = 0
x+y = 3

que podemos escribir en forma matricial como

v
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Ejemplo (continuacién)

(13)G)=06),

2
1 1
que (2)(1) — (=1)(1) =3 #0, y su inversa es

).

luego la solucion al sistema puede encontrarse haciendo

)(5)=(2)

solucion que anteriormente obtuvimos por otros métodos.

Segtin vimos anteriormente, la matriz A = ( ) tiene inversa ya

=
i
Il
N
w‘.‘_lwn—\
WINWI[—

1
X=A"1b= < 3
3

WINW| =

Para terminar, enunciaremos un teorema que resume lo que sabemos del
procedimoento de inversiéon de matrices...
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Teorema (Resumen)

Sea A una matriz cuadrada n X n, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

@ La matriz A es invertible.
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@ La matriz A es invertible.
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© El sistema de ecuaciones lineales AX = b tiene solucién tnica para
cada b € R".
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Teorema (Resumen)

Sea A una matriz cuadrada n X n, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

@ La matriz A es invertible.
@ La matriz A es equivalente por filas a la matriz identidad.

© El sistema de ecuaciones lineales AX = b tiene solucién tnica para
cada b € R".

@ El espacio generado por las columnas de A es R".
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Sistemas Homogeneos

Definicidon
Un sistema de ecuaciones lineales AX = b es llamado homogeneo si b = 0,
es decir si tiene la forma

aixy+axe + - +amxs = 0
an1x1 + axpxo 4+ -+ amxa = 0
amix1 +amex2 + -+ amnxn = 0. )
0
Un sistema homogeneo tiene (por lo menos) una solucién: 0= | : |,
0

luego, en general, queremos saber si esta es la (nica solucién o hay
(infinitas) mas.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 70 / 85



Teorema

Sea AX = 0 un sistema homogeneo de ecuaciones lineales. Si X1 y Xo son
soluciones al sistema, entonces también es solucion cualquier combinacion
lineal de X1 y X».

Prueba. Para demostrar el teorema tomemos una combinacidn lineal
arbitraria
al>_<'1 + 22)?2

de X1 y X» y verifiquemos que satisface A(a1X1 + axX2) = 0. En efecto,
segln las leyes de la multiplicacién matricial,

A(arX) + axxXo) = a1A(X1) + a2A(X),

y como tanto X3 como X;) son solucién al sistema (es decir Ax; =0y
AX, = 0), entonces

A(ar% + ax%) = a10 + 2,0 = 0.
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Los conjontos que tienen la caracteristica anteriormente mencionada para
el conjunto de soluciones de un sistema homogeneo (que contienen
cualquier combinacidn lineal de sus elementos) jugardn un papel muy
importante en adelante.

Definicion

Un subconjunto V C R" es llamado subespacio de R" si es cerrado bajo
suma y multiplicacion por escalares, es decir:

@ Siiy,v» €V entonces Vi + v € V.
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Los conjontos que tienen la caracteristica anteriormente mencionada para
el conjunto de soluciones de un sistema homogeneo (que contienen
cualquier combinacidn lineal de sus elementos) jugardn un papel muy
importante en adelante.

Definicion

Un subconjunto V' C R" es llamado subespacio de R" si es cerrado bajo
suma y multiplicacion por escalares, es decir:

@ Siiy,v» €V entonces Vi + v € V.

@ Siv eV entonces rvV € V para cualquier escalar r € R.

Una primera consecuencia de esta definicién es que cualquier subespacio
de R" debe contener necesariamente al vector cero 0: Si Vv € V entonces,
por la propiedad 2, —v € V', por la propiedad 1,

V+(—v)=0€e V.
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Asi, una propiedad fundamental del conjunto de soluciones de un sistema
homogeneo AX = 0 es que es un subespacio de R". Si el sistema, para la
misma matriz A, no es homogeneo (i.e. AX = b, con b # 0), tenemos el
siguiente resultado

Teorema

Sea AX = b un sistema de ecuaciones lineales y consideremos su sistema
homogeneo asociado AX = 0. Si p es una solucién particular del sistema
no homogeneo y h es una solucién general del sistema homogeneo,
entonces p + h es una solucién del sistema no homogeneo. Mds aun,
cualquier solucién X al sistema no homogeneo se puede escribir como
X=p+ h, donde p es una solucion particular del sistema no homogeneo y
h es una solucién general del sistema homogeneo.
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La primera parte del teorema se sigue de las definiciones: Si p es una
solucién particular del sistema no homogeneo AX = b entonces

AB = b,

y si h es una solucién general del sistema homogeneo AX = 0 entonces

>
I

Ah =0,

luego
A(p+ h) = A(p) + A(h) = b+ 0= b,

es decir que es una solucién del sistema no homogeneo. La segunda parte
se demuestra en forma similar.
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Ejemplo

En un ejemplo anterior encontramos que la solucion general del sistema de
ecuaciones

x1+4x0+x3 = 1
x1+ —2x3 = 1
14 2X3
es X = —%xe, , que podemos escribir como
X3
2X3 2X3
X = —%X3 + , donde —%Xg es una solucion general del

1
0
0 X3
1
sistema homogeneo y ( 0 | es claramente una solucion particular del
0

sistema no homogeneo.
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Bases de subespacios

Definici

Sea V un subespacio de R". Un subconjunto {v4,...,Vx} de V es
llamado base del subespacio si cualquier vector Vv € V se puede escribir en
forma tnica como combinacion lineal de vi, ..., V, es decir si existen
escalares dnicos ri, . .., ry tales que

V=nv+- - rvk.
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Ejemplos de bases en el plano (a) y el espacio (b) son las bases formadas
por los vectores unitarios dirigidos en cada coordenada:

(a) (b)
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Teorema (Resumen)

Sea A una matriz cuadrada n X n, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

@ La matriz A es invertible.
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Teorema (Resumen)
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Teorema (Resumen)

Sea A una matriz cuadrada n X n, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

@ La matriz A es invertible.
@ La matriz A es equivalente por filas a la matriz identidad.

© El sistema de ecuaciones lineales AX = b tiene solucién tnica para
cada b € R".

@ Las columnas de A forman una base para R".
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© Dimensién, rango y transformaciones lineales
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© Espacios vectoriales
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e Ndmeros complejos y espacios vectoriales complejos
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Contenidos

© Determinantes
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Contenidos

@ Valores y vectores propios
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Contenidos

@ Ortogonalidad
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Contenidos

@ Cambio de base
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