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Introducción

El propósito de estas notas es recopliar en una pocas páginas el material
básico para un primer curso de super�cies de Riemann. El objetivo principal
es demostrar el Teorema de Riemann-Roch y dar algunas aplicaciones.
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Capítulo 1

Conceptos básicos

En esta sección de�niremos los objetos de estudio, las super�cies de
Riemann, y estudiaremos sus propiedades más básicas.

1.1. Super�cies de Riemann (ejemplos)

De�nición 1.1.1 Una super�cie de Riemann X es un espacio Hausdor¤,
conexo segundo contable dotado de una estructura holomorfa, lo cual sig-
ni�ca que para cada punto p 2 X existe un abierto U� y un homeomor�smo
a un abierto del plano z� : U� ! V � C tal que si z�; z� son dos de es-
tos homeomor�smos se cumple que la función de cambio de coordenadas
z� � (z�)�1 es una función holomorfa en su dominio. A cada (U�; z�) se le
llama un sistema de coordenadas locales alrededor del punto p o una carta
alrededor de p: Al conjunto de todas las cartas A = f(U�; z�)g�2A se le
denomina un atlas para X:

Observación 1.1.2 Si se compone cada z� con una traslación adecuada,
cada carta puede tomarse de tal forma que z�(p) = 0. Más aún, pude supon-
erse que V = D; el disco abierto unitario, ya que para ello basta reemplazar
a (U�; z�) por la carta (U 0�; z

�) donde U 0� = (z
�)�1(D).

Ejemplo 1.1.3 Todo abierto U del plano es una super�cie de Riemann con
la carta trivial (U; z) donde z es la función identidad.

Ejemplo 1.1.4 Sea S2 = f(x; y; z) : x2 + y2 + z2 = 1g � R3, la esfera 2
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2 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS

dimensional, con la topología que hereda de R3

Proyeccion estereogra�ca

y sean pN = (0; 0; 1) y pS = (0; 0;�1) los puntos norte y sur. De�namos
z0 : S2�fpNg ! C la proyección estereográ�ca desde el norte, de la siguiente
manera: tracemos una recta l desde el punto pN a C , la cual corta la esfera
en un unico punto (x; y; z): Parametrizando a l se obtiene la ecuación:

l(t) = (0; 0; 1) + t((x; y; z)� (0; 0; 1)) = (tx; ty; 1 + t� tz); para 0 � t � 1:

Queremos computar la interseccion de l con C; lo que equivale a encontrar
t tal que (tx; ty; 1+ t� tz) = (u; v; 0). Despejando el parametro t se obtiene
t = 1=(1� z): Por tanto

z0(x; y; z) = (
x

(1� z) ;
y

(1� z)) =
x+ iy

(1� z)

Similarmente, si tomamos la proyeccion estereogra�ca desde el sur, seguida
de la operación conjugación, se obtiene una función z1 : S2 � fpSg ! C,
de�nida como

z1(x; y; z) = (x=(1� z);�y=(1� z)) = (x� iy)=(1� z)

A�rmación:
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1) S2 = U0 [ U1; donde U0 = S2 � fpNg y U1 = S2 � fpSg
2) z0 : U0 ! C y z1 : U1 ! C son homeomor�smos.
3) La funcion de cambio de coordenadas, z1 � (z0)�1; viene dada por

z1 � (z0)�1(z) = 1=z; 8z 2 C� f0g:

Para veri�car (3) computemos primero a z0 : C ! S2 � fpNg; como
sigue: tracemos de nuevo una recta de C a pN y parametricemos dicha recta
de la siguiente manera:

�(t) = (0; 0; 1) + t((x; y; 0)� (0; 0; 1)) = (tx; ty; 1� t); 0 � t � 1:

Dado que la recta corta la esfera en un único punto (x; y; z) se tiene que
(tx)2+(ty)2+(1� t)2 = 1: Despejando t obtenemos que t = 2=(x2+y2+1);
y reemplazando t en �(t); se tiene que

(z0)�1(x; y) = (2x=(x2+y2+1); 2y=(x2+y2+1); (x2+y2�1)=(x2+y2+1)):

Si hacemos z = x+ iy la expresion anterior se puede cambiar por:

(z0)�1(z) = (
z + z

jzj2 + 1
;

z � z
i(jzj2 + 1)

;
jzj2 � 1
jzj2 + 1

)

Un computo sencillo muestra que

(z0 � (z1)�1)(z) = (z1 � (z0)�1)(z) = 1=z; 8z 2 C� f0g:

De�namos ahora la noción de función holomorfa en una super�cie de Rie-
mann.

De�nición 1.1.5 Sea X una super�cie de Riemann y f :W � X ! C una
función de�nida en un abierto deW de X: Entonces f se llama holomorfa en
W si para cada punto p 2W existen coordenadas alrededor de p, z� : U� !
V � C tales que f � (z�)�1 : z�(W \ U�)! C es una funcion holomorfa.

Observación 1.1.6 Esta de�nicion no depende de las coordenadas (U�; z�)
escogidas, ya que si (U�; z�) es otra escogencia de coordenadas se tiene que

f � (z�)�1 = f � (z�)�1 � z� � (z�)�1

y z� � (z�)�1 es holomorfa en z�(W \ U� \ U�): De aquí que f � (z�)�1
también sea holomorfa.

Proposición 1.1.7 Si f : S2 ! C es holomorfa entonces f es constante.
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Prueba. Como f es holomorfa se cumple que f � (z0)�1 es holomorfa en C:
Por otro lado, pN = (0; 0; 1) 2 U1; y como f también es holomorfa en U1; se
tiene que f � (z1)�1 es holomorfa en C: Además,

(f � (z1)�1)(z) = (f � (z0)�1 � z0 � (z1)�1)(z) = (f � (z0)�1)(1=z): (1.1)

Como f �(z0)�1 es analítica, en cualquier entorno del cero tiene un desarrollo
en series de potencia:

f � (z0)�1 =
1X
n=0

anz
n;

con radio de convergencia 1: De 1.1 se sigue que (z0)�1)(1=z) tambien es
analítica alrededor del origen. Pero

(f � (z0)�1)(1=z) =
1X
n=0

an
zn

lo cual fuerza a que an = 0 si n > 0 (si alguno de los coe�cientes an fuera
distinto de 0; para n > 0; entonces el origen sería o bien un polo de esta
función o una singularidad esencial. Como ninguno de estos dos casos ocurre,
ya que f � (z0)�1 es analítica, se sigue que an = 0; 8n > 0) y por tanto f es
constante.

De�nición 1.1.8 Sea X una super�cie de Riemann. Una función f : X !
C se llama meromorfa si existe un conjunto cerrado A de puntos aislados
de X (es decir, para cada pi 2 A existe ri > 0 tal que D(pi; ri) \ A = fpig)
tal que:

i) f : (X �A)! C es holomorfa.
ii) Cada pi 2 A es un polo de f , es decir, f es holomorfa en cada disco

perforado (sin su centro) D�(pi; ri) y Limp!pi jf(p)j =1:

Proposición 1.1.9 Sea f : S2 ! C una funcion meromorfa con un único
polo en pN ; es decir, A = fpNg: Entonces f � (z0)�1 es un polinomio, y por
tanto para todo p 6= pN se tiene que f(p) = a0 + a1z

0(p) + � � � + anz
0(p)n,

con ak 2 C:

Prueba. Como f � (z0)�1 es holomorfa en C se tiene que f � (z0)�1 =P1
n=0 anz

n; con radio de convergencia in�nito. Ahora, pN = (0; 0; 1) es un
polo de f si y solo si 0 es un polo de f �(z1)�1 (recordemos que z1(pN ) = 0).
Asi, que

(f � (z1)�1)(z) = (f � (z0)�1)� (z0 � (z1)�1)(z) = (f � (z0)�1)(1=z) =
1X
n=0

an
zn
:

(1.2)
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Como 0 es un polo de esta función, esta última suma es �nita y por tanto la
sumatoria 1.2 es �nita de lo cual se sigue que (f � (z0)�1)(z) =

P1
n=0 anz

n

es un polinomio, o en forma equivalente, que f(p) =
P1

n=0 an(z
0(p))n; para

todo p 6= pN :

Proposición 1.1.10 Sea f : S2 ! C una funcion meromorfa y denotemos
por A al conjunto de sus polos. Entonces f �(z0)�1 y f �(z1)�1 son funciones
racionales.

Prueba. Notemos primero que el conjunto A tiene que ser �nito, pues en
caso contrario f tendría un punto de acumulación que estaría en A (por
de�nición A es un conjunto cerrado), y este punto no sería aislado. Sea
A = fp1; : : : ; png; el conjunto de polos de f que estén en U0 y denotemos
por a1 = z0(p1); a2 = z0(p2); : : : ; ar = z0(pr); a las imágenes de los pi en C.
Claramente cada ai es un polo de f � (z0)�1. Si ni es el orden del polo ai se
tiene que (z�ai)ni(f �(z0)�1) es holomorfa alrededor de ai: Vemos entonces
que Q(z)(f � (z0)�1); donde Q(z) = (z� a1)n1 � � � (z� ar)nr es holomorfa en
C: Luego (Q�z0)f es holomorfa en S2�fpNg: Ahora, el punto pN puede ser
un polo de f , o en caso contrario, un punto alrededor del cual f es acotada.
En cualquiera de estos dos casos, de la proposición anterior se sigue que
Q(z)(f � (z0)�1)(z) = P (z); donde P (z) es un polinomio (que es constante
si pN no es un polo). Así que

(f � (z0)�1)(z) = P (z)=Q(z)

Finalmente,

f � (z1)�1 = (f � (z0)�1) � (z0 � (z1)�1)
= P (1=z)=Q(1=z)

que obviamente también es una función racional.

De�nición 1.1.11 Si X y Y son super�cies de Riemann, un mor�smo o
función holomorfa entre X y Y es una función f : X ! Y tal que para cada
p 2 X y f(p) 2 Y existen coordenadas locales (Up;z) y (Vf(p); w) tales que
f(Up) � Vf(p) y w � f � z�1 es holomorfa en Up:

Veamos que de�nir una función meroforma en X es equivalente a de�nir
un mor�smo a S2:

Proposición 1.1.12 Sea X una super�cie de Riemann, f : X ! C una
funcion meromorfa y denotemos por A al conjunto de polos de f . De�namos
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F : X ! S2 como F (p) = ((z0)�1 � f)(p); si p no es polo de f y como
F (a) = pN ; si a 2 A; donde (z0; U0); (z1; U1) son las cartas de S2 del ejemplo
1.1.3 y pN y pS los polos norte y sur. Entonces F es un mor�smo entre
X y S2. Recíprocamente, si F es una función holomorfa a S2 y de�nimos
A = fp 2 X : F (p) = pNg y a f(p) = (z0 � F )(p), si p =2 A, entonces f es
meromorfa en X con polos en A.

Prueba. Queremos ver que si p 2 X existen entornos abiertos Up � X;
VF (p) � S2 y coordenadas locales (Up;  ), (VF (p); zi); (i = 0; 1) tales que

F (Up) � VF (p), con  (p) = 0, zi(p) = 0 y donde eU0 =  (Up), V0 = zi(Vf(p))
son entornos del cero en C, tales que zi �F � �1 sea una funcion holomorfa

Up F�! VF (p)
 # # zieU0 zi�F� �1�! V0

Consideremos dos casos:
i) p =2 A; en este caso F (p) = (z0)�1(f(p)) 2 U0 y podemos tomar

(Up;  ) coordenadas locales tales que A \ Up = ; (esto es posible ya que A
es cerrado y p =2 A) y tal que  (p) = 0. Tomemos  (Up) = eU0 y VF (p) = U0;
con coordenadas locales z0 : U0 ! C: Ahora

z0 � F �  �1 = f �  �1

y esta funcion es holomorfa, pues f lo es.
ii) p = a 2 A. Como Z = f�1(0) � X es un cerrado (f es continua) y

los puntos de A son aislados podemos encontrar un entorno abierto Ua del
punto a 2 X tal que Ua \ A = fag y Ua \ Z = ; . Esta última condición
garantiza que F (q) 2 U1; 8q 2 Ua; ya que si q 6= a; F (q) = (z0)�1(f(q)) 6= pS
(si (z0)�1(f(p)) = pS se tendría que f(p) = z0(pS) = 0; lo cual es absurdo)
y si p = a se tiene que F (a) = pN 2 U1; y en consecuencia F (Ua) � U1: Sea
 : Ua ! eU0; con  (a) = 0; coordenadas locales en Ua: Queremos ver que
h = z1 � F �  �1 es holomorfa en eU0.

Ua F�! U1
 # # z1eU0 h�! C
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Pero claramente

h(z) =

�
z1 � (z0)�1 � f �  �1; si z 6= 0

0; si z = 0

=

8<:
1

f �  �1 ; si z 6= 0
0; si z = 0

Como

Limz!0 jh(z)j = Limz!0

���� 1

f �  �1(z)

���� = 0
vemos que h tiene una singularidad removible en z = 0; y como h(0) = 0;
vemos que h es holomorfa en eU0:

El recíproco se deja como ejercico para el lector.

Corolario 1.1.13 De la proposición anterior se sigue que todo mor�smo
de S2 en S2 esta dado por una funcion racional. En forma precisa, si F :
S2 ! S2 es un mor�smo entonces

F (p) =

�
(z0)�1

�
P (z0(p)=Q(z0(p

�
); si Q(z0(p)) 6= 0

pN ; si Q(z0(p)) = 0

Una transformacion de Moebius es una funcion de la forma
az + b

cz + d
con

det

���� a b
c d

���� 6= 0:
Ejercicio 1.1.14 Sea T =

az + b

cz + d
una trasformacion de Moebius. Entonces

T de�ne una funcion de S2 en S2 de la siguiente manera:

�(p) =

8>>>><>>>>:
(z0)�1 � T � z0; si c = 0 ^ p 6= pN

pN ; si c = 0 ^ p = pN
(z0)�1 � T � z0; si c 6= 0 ^ z0(p) 6= �d=c ^ p 6= pN

pN ; si c 6= 0 ^ z0(p) = �d=c ^ p 6= pN
(z0)�1(a=c); si c 6= 0 ^ p = pN

Demuestre que
1) � es un biholomor�smo
2) Todo biholomor�smo de S2 esta dado por una transformacion T de

Moebius.

Veamos algunos ejemplos de super�cies de Riemann.
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Ejemplo 1.1.15 La Linea Proyectiva Compleja es una super�cie de Rie-
mann. En (C2)� = C � C � f(0; 0)g de�nimos la relación de equivalencia
(z0; z1)~(ez0; ez1) si existe � 6= 0 en C tal que ez0 = �z0 y ez1 = �z1: A la
clase de equivalencia de (z0; z1) se le denotara por [z0; z1] . Consideremos la
función natural

� : C2 � f(0; 0)g ! (C2)�=~ = P1C
de�nida como �(z0;z1) = [z0; z1]; donde

P1C = f[z0; z1] : z0 6= 0; z1 6= 0g:

De�nimos una topologia en P 1C declarando V � P 1C abierto si y solo si
��1(V ) � (C2)� es abierto. Con esta topologia se veri�ca facilmente que:

i) � es continua
ii) P 1C es un espacio Hausdorr¤ , segundo contable.
Por otro lado, consideremos las cartas  0: : eU0 ! C y  1 : eU1 ! C donde

eU0 = f[z0;z1] : z0 6= 0g � P1C; eU1 = f[z0;z1] : z1 6= 0g � P1C
y estas funciones están de�nidas como  0([z0;z1]) = z1=z0 y  1([z0;z1]) =
z0=z1: Es fácil ver que eU0 y eU1 son abiertos y que  0 y  1 son homeomor-
�smos con inversas

 �10 (z) = [1; z];  
�1
1 (z) = [z; 1];

respectivamente. sus funciones de transición son

( �10 �  1)(z) = 1=z y ( 1 �  
�1
0 )(z) = 1=z:

Por tanto P 1C es un super�cie de Riemann.

Proposición 1.1.16 P1C es isomorfa como super�cie de Riemann a S2:

Prueba. De�namos una función h : P1C ! S2 de la siguiente manera:

h([a0;a1]) =

(
(z0)�1(a1=a0); si [a0; a1] 2 eU0
(z1)�1(a0=a1); si [a0; a1] 2 eU1

donde (z0; U0); (z1; U1) son las cartas estandar de S2:
1) h está bien de�nida. Si [a0;a1] 2 eU0 \ eU1; entonces
(z0)�1(a1=a0) = (z

1)�1(a0=a1)() (z1 � (z0)�1)(a1=a0) = a0=a1
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lo cual es cierto ya que (z1 � (z0)�1)(w) = 1=w:
2) h es holomorfa. Sea p = [a0; a1] 2 eU0

eU0 h�! U0
 0 # # z0

C
z0�h� �10�! C

entonces
(z0 � h �  �10 )(z) = (z0 � h)([1; z]) = z=1 = z:

Similamente si p = [a0; a1] 2 eU1 se tiene que
eU1 h�! U1

 1 # # z1

C
z1�h� �11�! C

(z1 � h �  �11 )(z) = (z1 � h)([z; 1]) = z=1 = z:

3)
Veamos que h tiene una inversa y es holomorfa. Sea g : S2 ! P1C de�nida
como

g(p) =

�
[1; z0(p)]; si p 2 U0
[z1(p); 1]; si p 2 U1

g esta bien de�nida . Si p 2 U0 \ U1 entonces [1; z0(p)] = [z1(p); 1] si y sólo
si existe un � 6= 0 en C tal que

�[1; z0(p)] = [z1(p); 1]() � = z1(p)

�z0(p) = 1() z1(p)z0(p) = 1() z1(p) = 1=z0(p)

lo cual es cierto 8p 2 U0 \ U1: Se veri�ca facilmente que g = h�1 y que es
holomorfa.

Ejemplo 1.1.17 (El toro). Sean !1 y !2 números complejos linealmente
independientes sobre R y sea

� = fn!1 +m!2 : n;m 2 Zg

una retícula (o latiz). De�namos en C la sigiente relación de equivalencia:
z~w () z � w 2 �. El espacio cociente por esta relacion se denomina
el Toro de�nido por la latiz � , y se denotará por C=�: En C=� de�nimos
la topología cociente como la topología más pequeña que hace continua la
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proyeccion canónica � : C! C=�; es decir U � C=� es abierto sii ��1(U) es
abierto en C: Es fácil ver que con esta topología C=� es un espacio topológico
Hausdor¤ segundo contable. Por otro lado, se puede demostrar con facilidad
que existe � > 0 tal que jn!1 +m!2j � � para todo par de enteros m y n
distintos de cero. Por tanto, si a 2 C la restricción de � al disco abierto

Ua = fz 2 C : jz � aj < �=2g

en C es un homeomor�smo al subconjunto abierto �(Ua) de C=�. Además,
si �(Ua) \ �(Ub) 6= ; entonces hay un único n!1 + m!2 2 � tal que
jn!1 +m!2 + a� bj < �=2 y por consiguiente

(�jUb)�1 � �jUa\��1(�(Ub)) : Ua \ �
�1(�(Ub)) �! Ub

esta dado por la translación de n!1 + m!2. De aquí que la colección de
todas las cartas �a = (�jUa)�1 : �(Ua) ! Ua; para a 2 C formen un atlas
holomorfo para C=� .

1.1.1. Acciones de grupos

Recordemos que una acción de un grupo G en un conjunto X es una
función � : G � X ! X de�nida por �(g; x) = g � x la cual satisface las
siguientes propiedades:

1. 1 � x = x

2. (g1g2) � x = g1 � (g2 � x)

Si X es una super�cie de Riemann y G � Aut(X;X) un subgrupo del
grupo de isomor�smos de X en X, G actua sobre X en forma natural como

g � x = g(x); 8x 2 X

Observación 1.1.18 Dar una acción de G sobre X es equivalente a dar un
homomor�smo de grupos � : G ! B(X) donde B(X) = f' : X ! X : '
es biyectivag es el conjunto de la biyecciones de X en X, con la operación
de composición de funciones. Esto ya que si � : G �X ! X es una acción
dada, de�nimos �(g) = 'g; donde 'g : X ! X es la biyección de�nida como
'g(x) = g �x (su inversa es 'g�1). Recíprocamente, si � está dada, � se de�ne
como �(g; x) = �(g)x:

Recordemos además que G de�ne una relación de equivalencia enX dada
por x1~x2 () 9g 2 G tal que g �x1 = x2: A la clase de x se le denotará por
x:
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De�nición 1.1.19 Una acción de un subgrupo G � Aut(X;X) se llama
buena si para cada punto x 2 X existe un entorno abierto Ux tal que

g � Ux \ h � Ux = ;;

si g 6= h; donde g �W denota el conjuntofg � x : x 2 Wg: Y se llama muy
buena si para cada punto x; y 2 X tales que y =2 OrbitaG(x) = fg �x : g 2 Gg
existen entornos abiertos Ux; Uy de x y y; respectivamente, tales que

g � Ux \ h � Uy = ;; 8g; h 2 G

Ejemplo 1.1.20 Sea X = C: Como se demuestra en un curso básico de
variable compleja, los isomor�smos de C son las funciones lineales:

Aut(X) = f' : C! C : '(z) = az + b; a; b 2 Cg:

Tomemos w1;w2 2 C no nulos y linealmente independientes sobre R. Sea

G = fg(m;n) : m;n 2 Zg � Aut(X)

el subgrupo de translaciones enteras a lo largo de w1 y w2: Es decir, cada
par (m;n) de�ne el automor�smo g(m:n) : C! C dado por

g(m;n)(z) = z + (mw1 + nw2)

= (�1 +m)w1 + (�2 + n)w2;

donde z = �1w1 + �2w2, �1; �2 2 R: Veamos que:

1. G es una acción buena. Si z = �1w1 + �2w2, �1; �2 2 R; de�namos

Uz = fz1 : z1 = �1w1 + �2w2 con m�axfj�1 � �1j ; j�2 � �2jg < 1=2g:

y veamos que g(m;n) � Uz \ Uz = ;. Basta demostrar lo anterior para
garantizar que la acción es buena, pues si z0 2 g�Uz\h�Uz se tendría que
z0 = g �x y z0 = h � y; para x; y 2 Uz. Entonces y = h�1 � z0 = (h�1g) �x
lo cual implicaría que y 2 Uz\(h�1g)�Uz = ;; absurdo. Pero si z1 2 Uz
y g(m;n) � z1 2 Uz; se tendría que

(�1 +m)w1 + (�2 + n)w2 2 Uz
lo cual equivale a a�rmar que

m�axfj�1 � (�1 +m)j ; j�2 � (�2 + n)jg < 1=2:

Si m 6= 0 se tiene que

1=2 > j(�1 � �1)�m)j > j j�1 � �1j �mj > 1=2

pues m 2 Z; absurdo. Se argumenta en forma similar si n 6= 0:
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2. G de�ne una muy buena acción. Para demostrarlo, notemos primero
que si z 2 C existe un único punto z� en la misma órbita de z que
pertenece al dominio fundamental

P = fw 2 C : w = �1w1 + �2w2, 0 � �1 < 1, 0 � �2 < 1g.

Latiz

Esto ya que si z = a1w1+a2w2; m =mayor entero menor e igual que a1,
n = mayor entero menor e igual que a2 y z� = (a1�m)w1+(a2�n)w2;
entonces es inmediato que z� 2 P y que g(m;n) � z� = z.

Sean z1 y z2 tales que z2 =2 OrbitaG(z1) dos elementos en clases de
equivalencia diferentes bajo la acción de G y escojamos entornos Uz1
y Uz2 tales que U

�
z�1
= fz� : z 2 Uz1g y U�z�2 = fz

� : z 2 Uz2g tengan
intersección vacía. Entonces

g(m;n) � Uz1 \ g(l;k) � Uz2 = ;; 8g(m;n); g(l;k);

ya que si z 2 g(m;n) � Uz1 \ g(l;k) � Uz2 se tendría que z = g(m;n) � v1 y
z = g(l;k) �v2; donde v1 2 Uz1 y v2 2 Uz2 y por tanto g�1(l;k)g(m;n):v1 = v2
lo cual implicaría que v�1 = v�2 y en consecuencia U

�
z�1
\U�z�2 6= ;; lo cual

contradice nuestra hipótesis.

Veamos entonces que en efecto es posible escoger Uz1 y Uz2 con U
�
z�1
\

U�z�2
= ;:Distingamos varios casos:

i) Caso: si z�1 ; z
�
2 2 Interior(P ) se ve inmediatamente que U�z�1 y U

�
z�2

existen.
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ii) Caso: si z�1 = aw1; con 0 � a � 1 y z�2 2 Interior(P ); basta tomar
entornos de z�1 ; z

�
1 + w2 y z�2 que sean disjuntos. Se procede en forma

similar si z�1 = aw2; con 0 � a � 1 y z�2 2 Interior(P ):

iii) Caso: si z�1 = aw1; z
�
2 = bw2; con 0 � a � 1 y 0 � b � 1; basta

tomar entornos de z�1 ; z
�
1 + w2; z

�
2 ; z

�
2 + w1 que sean disjuntos.

1.1.2. Super�cies cocientes bajo la acción de un grupo

Sea X una super�cie de Riemann, G � Aut(X) y supongamos que la
acción de G sobre X sea una muy buena acción. Denotemos por X=G = fx :
la clase de equivalencia de xg al conjunto de clases de equivalencia bajo la
acción de G y por � : X ! X=G al mor�smo canónico al cociente, de�nido
como �(x) = x: Dotemos a X=G de la topología cociente, la cual recordemos
se de�ne como el conjunto de los abiertos en X=G tales que su preimagen
bajo � es un abierto de X. Se ve entonces que todo abierto de X=G es de
la forma U = fx : x 2 Ug. Como la acción de G es muy buena, X=G es
Hausdor¤, ya que si x1 6= x2 existen Ux1 ; Ux2 en X tales que

g:Ux1 \ h:Ux2 = ;; 8g; h 2 G

y en consecuencia Ux1 \ Ux2 = ; (si esto no fuese cierto existiría y tal que
y = z1; con z1 2 Ux1 y y = z2; con z2 2 Ux2 y por tanto z1 = z2 lo cual
implica que 9g 2 G tal que g�z1 = z2 de donde se sigue que g�z1 2 g�Ux1\Ux2
y en consecuencia g � Ux1 \ Ux2 no sería vacío).

Démosle ahora a X=G una estructura holomorfa. Para cada x 2 X=G
sea ��1(x) = fx� 2 X : �(x�) = xg la �bra sobre x y �jemos x� 2 ��1(x)
un punto arbitrario. Como la acción es buena existe U� un entorno de x�
tal que

g � Ux1 \ h � Ux2 = ;; si g 6= h 2 G:

A�rmación 1.1.21 ��1(U�) es la unión disjunta de los abiertos g � U�,
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��1(U�) =
S
g2Gg � U�

Esto ya que z 2 ��1(U�) si y sólo si z = v, con v 2 U�; es decir, si existe
g 2 G tal que z = g � v y esto ocurre si y sólo si z 2 g � U�:

A�rmación 1.1.22 �jg:U�: : g � U�:! U� es un homeomor�smo.
� es claramente sobreyectiva.
� es uno a uno: si �(z1) = �(z2) con z1; z2 2 g � U� se tendría que existe

h 2 G tal que z2 = h � z1: Entonces z2 2 hg � U� \ g � U� y por tanto hg = g
lo cual implica que h = 1 y en consecuencia z1 = z

� claramente es continua.
�#g:U� es abierta: si W � g � U� es un abierto veamos que ��1(�(W )) =

��1(W ) es abierto en X:Pero ya sabemos que ��1(W ) = [h2Gh �W; y como
h 2 Aut(X) es en particular una función abierta, cada h �W es un abierto
y por tanto lo es su unión.

A�rmación 1.1.23 Si tomamos U� su�cientemente pequeño podemos garan-
tizar que en él existen coordenadas locales '� : U� ! C: De�namos  � :
U� ! C como  � = '� � (�jU�)�1 y veamos que la colección de todas
las cartas de esta forma es un atlas holomorfo para X=G: Supongamos que
V = U� \ U� es no vacío. Obviamente ��1(V ) � ��1(U�) y por tanto
��1(V ) es igual a la unión disjunta de los abiertos ��1(V )\g �U�, con g 2 G:
Si y es un punto en ��1(V ) \ g � U� se tiene que y = g � y�, con y� 2 U�:
Como además �(y�) = �(y) se sigue que y� 2 ��1(V ) y en consecuencia
ya 2 V� = ��1(V ) \ U� y por consiguiente y 2 g � V�. Recíprocamente, si
y 2 g � V� es obvio que y 2 ��1(V ) \ g � U�: Esto muestra que

��1(V ) = [g2G(��1(V ) \ g � U�) = [g2G(g � V�)
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Sea y� 2 V� y y = �(y�): Como �jU� : U� ! U� es un homeomor�smo,
existe un único y� 2 U� con �(y�) = y: Pero como y� 2 ��1(V ) existe un
único h 2 G tal que y� 2 h � V� y por tanto h � y� = y�. Luego

((�� jV )�1 � ��jV�)(y�) = (��jV )�1(y) = y� = h � y�;

lo cual muestra que (�� jV )�1 � ��jV� = hjV� . De aquí se sigue que

 � �  �1� jV = '� � ((�jV )�1 � �jV�) � '�1� = '� � h � '�1� :

Como h es holomorfa vemos que '� � h � '�1� también lo es y por tanto
 � �  �1� es holomorfa.

El ejemplo 1.1.17 es un caso particular de esta construcción en el que las
funciones '� � h � '�1� resultan ser translaciones.

1.1.3. Funciones holomorfas en C2 y teorema de la función
inversa

De�nición 1.1.24 una función h : U � C2 ! C se llama holomorfa en U
si h es continua y para cada (z0; w0) 2 U las funciones hz0(w) = h(z0; w) y
hw0(z) = h(z; w0) son holomorfas.
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Teorema 1.1.25 (Teorema de la función inversa) Sea F : U � C2 ! C2
holomorfa, es decir, F (z; w) = (f1(z; w); f2(z; w)) con f1 y f2 holomorfas.
Supongamos que en un punto p = (z0; w0) 2 U se cumple que det(dF (p)) 6=
0; donde dF (p) es la matriz jacobiana compleja en p de F

dF (p) =

@f1
@z
(p)

@f1
@w

(p)

@f2
@z
(p)

@f2
@w

(p)
:

Entonces existen entornos abiertos Up � U y VF (p) tales que:
i) F : Up ! VF (p) es biyectiva y holomorfa.
ii) Si G = F�1, G : VF (p) ! Up es holomorfa.

Antes de dar la demostración haremos las siguientes a�rmaciones, todas
elementales, y cuyas demostraciones se dejan como ejercicio para el lector.

1. Existe un isomor�mo de anillos entre C y el conjunto C de las matrices
reales 2� 2 de la forma

C =

��
a �b
b a

�
: a; b 2 Rg

�
�M2�2(R)

dado por la función �(a+ib) =
�
a �b
b a

�
: A su invesa la denotaremos

por �:

2. Si denotamos por E al conjunto de matrices 4� 4 con entradas reales

E =

��
A B
C D

�
; con A;B;C;D 2 C

�
entonces se veri�ca inmediatamente que E es un subanillo del anillo
M4�4(R):

3. Existe un isomor�smos de anilos 	 :E !M2�2(C) de�nido como

	(

�
A B
C D

�
) =

�
�(A) �(B)
�(C) �(D)

�

4. Como � es un isomor�smo entonces
�
A B
C D

�
es invertible si y solo

si 	(
�
A B
C D

�
) es invertible.
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Prueba. (Teorema de la función inversa) F : U � C2 ! C2 puede ser
vista como una función de un abierto de R4 en R4 de la siguiente manera:
si z = x1 + iy1; w = x2 + iy2 existen funciones suaves con valores reales
U1; V1; U2; V2 tales que

f1(z; w) = U1(x1; y1; x2; y2) + iV1(x1; y1; x2; y2)

f2(z; w) = U2(x1; y1; x2; y2) + iV2(x1; y1; x2; y2)

De�namos

F �(x1; y1; x2; y2) = (U1(x1; y1; x2; y2); V1(x1; y1; x2; y2); U2(x1; y1; x2; y2); V2(x1; y1; x2; y2)):

Si z0 = a0 + b0i, w0 = c0 + d0i y p = (a0; b0; c0; d0); entonces la matriz
jacobiana de F � en p esta dada por:

dF �(p) =

26666666664

@U1
@x1

(p)
@U1
@y1

(p)
@U1
@x2

(p)
@U1
@y2

(p)

@V1
@x1

(p)
@V1
@y1

(p)
@V1
@x2

(p)
@V1
@y2

(p)

@U2
@x1

(p)
@U2
@y1

(p)
@U2
@x2

(p)
@U2
@y2

(p)

@V2
@x1

(p)
@V2
@y1

(p)
@V2
@x2

(p)
@V2
@y2

(p)

37777777775
Esta matriz puede leerse en bloques como una matriz de la forma�

A B
C D

�
donde, por ejemplo, la matriz A es igual a264

@U1
@x1

(p)
@U1
@y1

(p)

@V1
@x1

(p)
@V1
@y1

(p)

375 :
Como f1(z; w) es holomorfa en cada variable se tiene que g(z) = f1(z; w)

es holomorfa y �(g0(z)) = �(
@f1
@z
) = A, que es una matriz de la forma�

a �b
b a

�
; por satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann. En conse-

cuencia A se mapea bajo � en
@f1
@z
. En forma similar se demuestra que las
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B;C y D son enviadas bajo � en
@f1
@w

(p);
@f2
@z
(p) y

@f2
@w

(p), respectivamente.

De aquí que

	(dF �(p)) =

264 @f1
@z
(p)

@f1
@w

(p)

@f2
@z
(p)

@f2
@w

(p)

375
que es una matriz invertible, por hipotesis. Luego dF �(p) tambien lo es, y
por el teorema de la función inversa para funciones suaves en R 4; existen
Up � U , VF �(p) � R 4 tales que F � : Up ! VF �(p) es biyectiva, con inversa
suave G� : VF �(p) ! Up. Ahora, la diferencial de G� en F �(p) tiene la forma

dG(F �(p)) =

�
A1 B1
C1 D1

�
; con A1; B1; C1; D1 2 C:

Si escribimos estas función en coordenadas complejas comoG(z; w) = (g1(z; w); g2(z; w))

se ve que �(
@g1
@z
) = A1; �(

@g1
@w

) = B1; �(
@g2
@z
) = C1 y �(

@g2
@w

) = D1: Como

A1; B1; C1; D1 2 C se sigue que g1 y g2 satisfacen las ecuaciones de Cauchy
Riemann y son por tanto holomorfas en cada variable. Luego G es holomorfa.



Capítulo 2

Curvas algebraicas

2.1. Preliminares de topología algebraica

En esta sección clasi�caremos todos los cubrimientos del disco unitario
perforado D� = fz : 0 < jzj < 1g. Para ello haremos uso de algunos con-
ceptos y teoremas básicos de la topología algebraica. El lector interesado
puede consultar mi monografía (Notas para un primer curso de topología
algebraica, J.D. Vélez U. Nal. 2007 ) donde encontrará un tratamiento com-
pleto de cada tema. Haremos uso de los siguientes conceptos y resultados.

Si p : Y ! X es un mapeo recubridor, usaremos la notación p : (Y; y)!
(X;x) para indicar que p(y) = x. Recordemos que dos recubrimientos p1 :
(Y1; y1) ! (X;x) y p2 : (Y2; y2) ! (X;x) se denominan isomorfos si existe
un homeomor�smo ' : (Y1; y1)! (Y2; y2) tal que p2 � ' = p1

(Y1; y1) '�! (Y2; y2)

p1 & . p2
(X;x)

Recordemos que todo espacio topológicoX que satisfaga algunas condiciones
razonables de conexidad (por ejemplo, siX es localmente homeomorfo a Rn),
posee un espacio recubridor universal. Es decir, existe un mapeo recubridor
p : ( eX; ex0) ! (X;x) tal que X es conexo y simplemente conexo, es decir,
�1( eX; ex0) = f1g. Además, el par (( eX; ex0); p) es único salvo isomor�smos de
recubrimientos.

Sea D� = fz : 0 < jzj < 1g el disco unitario perforado y z0 un punto
cualquiera de D�. Se prueba fácilmente que �1(D�; z0) es un grupo isomor-
fo a Z con generador [
]; donde 
(t) = re2�it; con 0 < r < 1: Es decir
�1(D

�; z0) ' Z: Por otro lado, se demuestra que el espacio recubridor uni-

19
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vesal de D� es el semiplano izquierdo H = fz : Re(z) < 0g con la función
p : H ! D�; dada por p(z) = e2�z:

Para clasi�car los recubrimientos de D� necesitaremos el siguiente lema
de "levantamiento de mapeos".

Lema 2.1.1 Sean p : (Y; y0) ! (X;x0) un cubrimiento, f : (Z; z0) !
(X;x0) una función continua y Z es un espacio arco conexo. Entonces existe
un único ef : (Z; z0)! (Y; y0) tal que f = p � ef

si y solo si f�(�1(Z; z0)) � p�(�1(Y; y0))

Teorema 2.1.2 Sea p : (Y; y0) ! (D�; z0) un cubrimiento del disco per-
forado. Entonces si el grado del mapeo es n existe un homeomor�smo h :
(D�; z1)! (Y; y0) que hace conmutar el siguiente diagrama

donde z1 es cualquier raíz n-ésima de z0:

Prueba. Sea H = p�(�1(Y; y0)) � �1(D
�; z0) ' Z: Sabemos que la cardi-

nalidad de la �bra de p es igual a j�1(D�; z0)=Hj = n y por tanto H es el
subgrupo generado por n[
]: Como f�([
]) = n[
], por el lema anterior existe
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un levantamiento h : (D�; z1) ! (Y; y0); es decir, una función continual tal
que p � h = f

Nuevamenete, por el lema, existe g : (Y; y0) ! (D�; z0) tal que f � g =
p:Notemos que g � h hace conmutar el diagrama

es decir, g � h es un levantamiento de f: Pero la identidad tambien lo es y
por la unicidad del levantamiento se obtiene que g �h = Id(D�;z1): En forma
similar se demuestra que h � g = Id(Y;y0):

Ejercicio 2.1.3 Demuestre que si el grado de p : (Y; y0) ! (D�; z0) es
in�nito entonces este cubrimiento es isomorfo a cubrimiento � : (H;w1)!
(D�; z0) dado por �(z) = e2�z; para un cierto w1 2 H:

2.2. Super�cie de Riemann asociada a curva alge-
braica

Sea f(z; w) un polinomio en C[z; w] yX(f) = f(z; w) 2 C2 : f(z; w) = 0g
sus ceros en C2. AX se le denomina una curva algebraica afín plana o simple-
mente una curva algebraica. En esta sección veremos que el complemento de
los puntos críticos de X(f) en X(f), que denotaremos por X0(f), es una su-
per�cie de Riemann. Estudiaremos la estructura de X(f) considerando esta
curva como una �bración sobre el plano complejo dada por � : X(f) ! C,
la proyección en la primera componente. Mostraremos que existe una su-
per�cie de Riemann X(f) compacta y una función holomorfa a la esfera
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p : X(f)! P1 tal que el diagrama siguiente conmuta

X(f) � X(f)
� # p #
C (z0)�1�! P1

(2.1)

donde z0 : P1 ! C denota la coordenada z0([a0; a1]) = a1=a0 en U0 =
f[a0; a1] : a0 6= 0g.

De�nición 2.2.1 Un punto p 2 X(f) se llama singular si @f=@z(p) =
@f=@w(p) = 0. Un punto que no sea singular se llama un punto suave de X.
La curva X se llama suave si todos sus puntos son suaves.

Notemos que la continuidad de las derivadas parciales garantiza que el
conjunto de puntos singulares Si ng(X(f)) es un subconjunto cerrado de
X(f).

Proposición 2.2.2 Si X = X(f) es una curva suave, con la topolología que
hereda de C2; X puede dotarse de un atlas que la convierte en una super�cie
de Riemann.

Prueba. Claramente X es un espacio Hausdor¤ segundo contable por serlo
así C2. Ahora, sea p = (z0; w0) 2 X; y digamos que @f=@w(p) 6= 0. Entonces
si F : X ! C2 es la función F (z; w) = (z; f(z; w)), su matriz jacobiana
compleja en p �

1 0
@f=@z(p) @f=@w(p)

�
tiene determinante igual a @f=@w(p) 6= 0: Por el teorema de la función
inversa existen entornos abiertos Up y V(z0;0) tales que F : Up ! V(z0;0) es
biholomorfa.
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Denotemos por Vz0 al conjunto Vz0 = fz : (z; 0) 2 V(z0;0)g, por G(z; w) a
la función inversa de F y por g1 : Vz0 ! Up a la función g1(z) = G(z; 0).
Claramente Vz0 es un abierto de C y g1 es holomorfa e inyectiva (ya que G
lo es). Veamos que g1(Vz0) = Up \X. Si z 2 Vz0 , como F (G(z; 0)) = (z; 0);
se sigue que f(g1(z)) = 0 y por tanto g1(z) 2 Up \ X. Por otro lado, si
(z; w) 2 Up \X se tiene que F (z; w) = (z; 0) y en consecuencia

(z; w) = G(F (z; w)) = G(z; 0) = g1(z):

Notemos además que si �1(z; w) = z denota la proyección en la primera co-
ordenada, la ecuación anterior muestra que g1(�1(z; w)) = (z; w) y en con-
secuencia �1 : Up ! Vz0 es una función holomorfa con inversa g1 : Vz0 ! Up:
En forma similar, si @f=@z(p) 6= 0; podemos construir una función holomor-
fa y biyectiva g2 : Vw0 ! Up \ X tal que g2(Vw0) = Up \ X con inversa
�2(z; w) = w:

De�namos como atlas para X al conjunto de parejas f(Up; �i)gp2X ,
donde i se escoge como 1 ó 2 dependiendo de si @f=@w(p) 6= 0 ó @f=@z(p) 6=
0. Las funciones de transición entre coordenadas son claramente holomorfas,
ya que son de la forma �i � ��1j = �i � gj o de la forma �j � ��1i = �j � gi,
ambas compuestas de funciones holomorfas.

2.2.1. Propiedades básicas de los mor�smos entre super�cies
de Riemann

En esta sección supondremos que todas las super�cies de Riemann son
conexas.

Sean X y Y super�cies de Riemann, f : X ! Y un mor�smo no con-
stante y sean p 2 X y q = f(p) 2 Y . Escojamos cartas z0 : Up ! eU0 y
w0 : Vq ! eV0 alrededor de p y q. Por el teorema de estructura local de
toda función holomorfa sabemos que existen entornos U 00 y V

0
0 y funciones

biholomorfas � : eU0 ! U 00 y � : eV0 ! V 00 tales que si h denota la función
holomorfa w0 � f � (z0)�1 se tiene que � � h � ��1 es la función que envía a
z en zn para un cierto n > 0.

Up
f�! Vq

z0 # # w0eU0 w0�f�(z0)�1�! eV0
� # # �
U 00

zn�! V 00
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Escojamos r > 0 tal que D1 = D(0; r1=n) � U 00 y D2 = D(0; r) � V 00 . De-
spués de cambiar a Up por (��z0)�1(D1) y a Vq por (��w0)�1(D2) podemos
suponer que U 00 y V

0
0 son discos abiertos de radios r

1=n y r. Después de mul-
tiplicar por 1=r1=n y por 1=r se puede suponer sin pérdidad de generalidad
que estos dos discos son unitarios. Como consecuencia de eata construcción
se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.2.3 Sean X y Y super�cies de Riemann, f : X ! Y una
función holomorfa no constante y sean p 2 X y q = f(p) 2 Y . Existen
coordenadas locales (Up; �) y (Vq;  ) alrededor de p y q tales que  � f�
��1 : D ! D es la función del disco unitario que envía a z en zn, para un
cierto n > 0.

Observación 2.2.4 El entero n está determinado por f . Para ello notemos
primero que dado cualquier entorno abierto Ap � Up existe otro entorno
abierto Bq � Vq tal que cada q0 2 Bq tiene exactamente n preimágenes en
Ap. Esta a�rmación es cierta si Ap y Bq se reemplazan por entornos del
origen en D y f por la función z 7�! zn; como se ve fácilmente, y por tanto
se sigue del hecho de que � y  son homemomor�smos. Así, si existieran
otras coordenadas locales (U 0p; �

0) y (V 0q ;  
0) alrededor de p y q tales que

 0 � f� �0�1 : D ! D envía a z en zm, podríamos tomar Ap = U 0p y Bq tal
que cada q0 en Bq y en particular en Bq \ V 0q tendría n preimágenes en U 0p:
Pero todo punto de V 0q tiene m preimágenes en U 0p. Luego m = n.

Como corolario de la proposición anterior se deducen inmediatamente
las siguientes a�rmaciones.

Corolario 2.2.5 (Con la notación de la proposición anterior)

1. La �bra sobre cada punto q 2 Y es un conjunto discreto, es decir,
alrededor de cada punto de la �bra existe un entorno abierto que sólo
contiene dicho punto y ningún otro de la �bra.

2. El mor�smo f es una función abierta.

3. Si X es compacto, f(X) � Y también lo es. Por ser f abierta f(X)
también es abierto. Como Y es conexa se tiene que f(X) = Y y por
tanto Y es compacto y f es sobreyectiva.

4. Si Y = C; del numeral anterior se sigue que la función f tiene que
ser constante, ya que C no es compacto. Es decir, las únicas funciones
holomorfas en una super�cie compacta X son las constantes.
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Corolario 2.2.6 Si f : U ! V es una función holomorfa y biyectiva su
inversa también es holomorfa.

Prueba. Para cada a 2 U existen abiertos Ua � U y Vf(a) y biholomor�smos
� : Ua ! U0 y � : Vf(a) ! V0 tales que � � f � ��1(z) = zn, con n > 0. Si
n > 1 la función f no sería inyectiva en Ua: Por tanto n = 1 y f�1 = ��1 ��:

De�nición 2.2.7 Al entero n se le llama el grado de f en p y se denotará
por grf (p). Si grf (p) > 1 el punto p se llama un punto crítico y a q = f(p)
se le llama un valor crítico. Si p no es crítico se llama punto regular, y
similarmente, si q no es valor crítico se llama un valor regular.

Notación 2.2.8 A las coordenadas dadas por la proposición 2.2.3 las lla-
maremos coordenadas locales en las cuales f es equivalente a la función
z 7�! zgrf (p) o coordenadas locales donde f tiene grado local grf (p):

Observación 2.2.9 Denotemos por h a la función  � f � ��1 : D ! D
y por D�; U�p y V

�
q al disco unitario abierto menos el origen, el entorno Up

quitando el punto p y Vq quitando a q: Como h : D� ! D� es un mapeo
recubridor (ver notas de topología) es en particular un homeomor�smo local
de lo cual se sigue que la restricción f : Up� ! Vq

� también lo es. De aquí
que el grado de f en cada punto p0 2 U�p deba ser 1 y en consecuencia, si
grf (p) = 1; f no posee ningún punto crítico en Up y en el caso en el que
grf (p) > 1; el único punto crítico contenido en Up es p. Esto muestra que los
puntos regulares forman un abierto en X y los puntos críticos son aislados.

Recordemos que f : X ! Y se denomina una función propia si la preim-
agen de cada compacto K � Y , f�1(K), es un conjunto compacto en X.
Por ejemplo, si X y Y son espacios Hausdor¤, X es compacto y f : X ! Y
es una función continua, entonces f es propia, ya que si K � Y es compacto
entonces es cerrado y f�1(K) es un cerrado en X y por tanto compacto.

Mostremos que para funciones propias los valores críticos así como cada
�bra es un conjunto �nito.

Proposición 2.2.10 Sea f : X ! Y un mor�smo no constante de super�-
cies de Riemann con X compacta.

1. Para cada q 2 Y la �bra f�1(q) es �nita.

2. El conjunto de todos los puntos críticos de f es �nito y por consiguiente
también lo es B; el conjunto de todos los valores críticos.
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3. Denotemos por X0; Y 0 a los abiertos X � f�1(B) y Y 0 = Y � B. La
restricción f : X0 ! Y 0 es un mapeo recubridor y por tanto las �bras
f�1(q) sobre cada q 2 Y 0 tienen la misma cardinalidad, gr(f); llamada
el grado de f:

4. Para cada q 2 Y , si f�1(q) = fp1; p2; : : : ; prg entonces
rP
i=1
grf (pi) =

gr(f).

Prueba. Del corolario 2.2.5 sabemos que para cada pi 2 f�1(q) existe un
abierto Upi � X tal que f�1(q) \ Upi = fpig. Como X es compacta, f�1(q)
también es compacto y por consiguiente del cubrimiento fUpigpi2f�1(q) puede
sacarse un cubrimiento �nito lo que obviamente fuerza a que f�1(q) sea un
conjunto �nito.

Denotemos por A al conjunto de puntos críticos de f . Sabemos por la
observación 2.2.9 que A es cerrado enX y por tanto compacto. Como además
es un conjunto discreto, tiene que ser �nito.

Para cada q 2 Y sea f�1(q) = fp1; : : : ; prg su �bra y sean Upi ; V
i
q

entornos alrededor de cada pi y q tal que f tenga grado local grf (pi). Como
X es Hausdor¤, podemos escoger U 0pi � Upi tales que U

0
pi \U

0
pj = ;, si i 6= j.

Como f es abierta vemos que (V i
q )
0 = f(U 0pi) es un entorno abierto de q. Sea

Z = X �
Sn
i=1U

0
pi y Vq = (Y � f(Z))\

n
i=1 (V

i
q )
0. Como Z es cerrado en X es

compacto lo cual implica que f(Z) también lo es y por tanto su complemento
Y � f(Z) es abierto en Y . Claramente q =2 f(Z), ya que su �bra no está en
Z (está obviamente en la unión

Sn
i=1U

0
pi): Luego Vq es un entorno abierto

de q. Sea Wpi = f�1(Vq) \ U 0pi . Claramente estos abiertos son disjuntos
por pares y la restricción de f a Wpi � Upi ; f : Wpi ! Vq también tiene
grado local grf (pi). Además, si f(p) 2 Vq se tiene que f(p) =2 f(Z) y por
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consiguiente p =2 Z lo cual fuerza a que p 2 U 0pi para algún i y en consecuencia
p 2Wpi = f�1(Vq)\U 0pi . Esto muestra que f

�1(Vq) �
Sn
i=1Wpi . Como cada

Wpi está por de�nición en f
�1(Vq) se tiene que

Sn
i=1Wpi � f�1(Vq) de donde

se sigue la igualdad f�1(Vq) =
Sn
i=1Wpi .

En el caso en el que q sea un valor regular, f : Wpi ! Vq tiene grado
local 1 y por tanto cada término en la suma es igual a 1 y esta suma es
por tanto el número de puntos en la �bra sobre q. Si q es valor crítico, para
cada q0 2 Vq hay exactamente grf (pi) preimágenes en Wpi y por tanto hay
rP
i=1
grf (pi) en total. De aquí que

rP
i=1
grf (pi) = gr(f).

2.2.2. Preliminares algebraicos

Regresemos a nuestro análisis del conjunto X = X(f) de ceros en C2
de un polinomio en dos variables f(z; w): En primer lugar mostraremos que
existe un cambio lineal de coordenadas en C2 que lleva a f a una forma
estándar que hace más simple el estudio de X:

Proposición 2.2.11 Sea f(z; w) un polinomio en z,w y X = X(f) la curva
algebraica que él de�ne en C2. Existe una transformación lineal � : C2 ! C2
dada por �(z; w) = (z � �w;w), con � 2 C apropiado, tal que �(X) =
X(g(z; w)); donde

g(z; w) = wd + a1(z)w
d�1 + � � �+ ad(z) (2.2)

y tal que ai(z) = 0 o grado ai(z) � i, i = 1; : : : ; d:

Prueba. Sea f = fd + fd�1 + � � � + f0, donde cada fk es un polinomio
homogéneo de grado k, fk(z; w) =

P
m+n=k

c(m;n)z
nwm; con c(m;n) 6= 0 2 C.

De�namos g(z; w) = f(z + �w;w). Si expandemos cada monomio de f se
obtiene

g(z; w) =
P
k

fk(�w + z; w) = (
P

m+n=dc(m;n)�
m)wd+

+ (
P

m+n=d

c(m;n)
�
m
1

�
�m�1z +

P
m+n=d�1

c(m;n)�
m)wd�1+

+ ak(z)w
d�k + � � �+ ad(z);

donde
ak(z) =

Pk
s=0

P
m+n=d�sc(m;n)

�
m
k�s
�
�m�k+szk�s



28 CAPÍTULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS

que es claramente un polinomio de grado a lo sumo k. Escojamos � de tal
manera que el coe�ciente de wd;

P
m+n=dc(m;n)�

m, sea igual a 1. Es claro
entonces que g(z; w) es de la forma (2.2) y que

g(�(z0; w0)) = g(z0 � �w0; w0) = f(z0 � �w0 + �w0; w0) = f(z0; w0);

de donde se sigue que f(z0; w0) = 0 sii g(�(z0; w0)) = 0 y en consecuencia
que �(X) = X(g(z; w)).

Observación 2.2.12 Sea
@f

@w
la derivada parcial de f con respecto a w.

Recordemos que una raíz w0 de f(w) tiene multiplicidad mayor que 1 si y
sólo si f(w0) = f 0(w0) = 0. Esto último ya que si w0 es raíz, entonces se
tiene que f(w) = (w � w0)ng(w), con n � 1 y g(w0) 6= 0 y por tanto

f 0(w) = (w � w0)ng0(w) + n(w � w0)n�1g(w):

Calaramente w0 es raíz de f 0(w) si y sólo si n > 1. De aquí que w0 es raíz
múltiple de f(z0; w) si y sólo si

f(z0; w0) =
@f

@w
(z0; w0) = 0: (2.3)

En la siguiente sección veremos cómo determinar explicitamente aquellos
valores de z0 para los cuales se satisface la ecuación (2.3).

Resultantes

Sean f = a0+a1w+ � � �+alwl y g = b0+b1w+ � � �+bkwk dos polinomios
en D[w] de grados l y k respectivamente, donde D denota un dominio de
factorización única: El resultante de f y g se de�ne como el determinante
de la matriz cuadrada de lado l +m siguiente:

res(f; g) = det

26666666666664

a0 � � � � � b0 � � �
a1 a0 � � � � b1 b0 � �
a2 a1 a0 � � � b2 b1 b0 �
� � �
� � �
al al�1 � � � bl � � �
� al � � � �
� � � � � bk bk�1
� � � � � al � � � bk

37777777777775
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donde cada punto representa una posición de la matriz con entrada igual
a cero. Este determinante es claramente un elemento de D: Por ejemplo, si
tomamos f = a0 + a1w+ a2w

2 + a3w
3 y g = b0 + b1w

1 + b2w
2; el resultante

de f; g está dado por:

det

266664
a0 0 b0 0 0
a1 a0 b1 b0 0
a2 a1 b2 b1 b0
a3 a2 0 b2 b1
0 a3 0 0 b2

377775
La proposición siguiente nos proporciona un criterio que nos permite saber
cuando f y g tienen un factor en común.

Proposición 2.2.13 Sean f = a0 + a1w + � � � + alw
l y g = b0 + b1w +

� � � + bkw
k dos polinomios en D[w] con al 6= 0 y bk 6= 0: Las siguientes

a�rmaciones son equivalentes:

1. f y g tienen un factor común no constante en D[w]:

2. Existen polinomios A y B en D[w]; distintos de cero, y de grados
estrictamente menor que k y l; respectivamente, tales que Af+Bg = 0:

3. El resultante de f y g; res(f; g); es igual a cero.

Prueba. 1) 2 Supongamos que h es un polinomio no constante que divide
a f y g; o sea, que existen f1 y g1 tales que f = f1h; g = g1h: Claramente
se ve que g1f + (�f1)g = 0, con grado(g1) < k; y grado(f1) < l: Luego
podemos tomar A = g1 y B = f1:

2) 1 Supongamos por el contrario que f y g son relativamente primos en
D[w]: De la ecuación Af = �Bg vemos que f divide a Bg, pero comoD[w] es
un dominio de factorización única, y f y g son relativamente primos, se debe
tener que f divide a B: Pero esto obligaría a que l =grado(f) � grado(B),
lo cual contradice el hecho de que grado(B) es estrictamente menor que l:

2 , 3 Sean A = A0 + � � � + Ak�1w
k�1; B = B0 + � � � + Bl�1w

l�1 dos
polinomios con coe�cientes indeterminados. Resolver la ecuación Af+Bg =
0 es equivalente a resolver el siguiente sistema de k + l ecuaciones lineales:

a0A0 + b0B0 = 0
a0A1 + a1A0 + b0B1 + b1B0 = 0
a0A2 + a1A0 + a2A0 + b0B2 + b1B1 + b2B0 = 0
� � � � � � � � � � � � �

alAk�1 + bkBl�1 = 0

;
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donde las Ai;Bj son k + l incógnitas. Este sistema se obtiene después de
igualar coe�cientes a ambos lados de la ecuación Af +Bg = 0. Escribiendo
este sistema en forma matricial se obtiene una ecuación de la forma CV =
[0]; donde C denota la matriz de la izquierda y V el vector de la derecha

26666666666664

a0 � � � � � b0 � � �
a1 a0 � � � � b1 b0 � �
a2 a1 a0 � � � b2 b1 b0 �
� � �
� � �
al al�1 � � � bl � � �
� al � � � �
� � � � � bk bk�1
� � � � � al � � � bk

37777777777775
;

2666666666666666664

A0
A1
�
�
�

Ak�1
B0
�
�
�

Bl�1

3777777777777777775
Si consideramos este sistema de ecuaciones como un sistema con coe�cientes
en F; el campo de fracciones de D, entonces, sabemos por álgebra lineal que
el sistema tiene una solución no trivial en F si y sólo si el determinante de
C; que es precisamente el resultante de f y g; es igual a cero. Pero de toda
solución no trivial en F se puede obtener, después de multiplicar por un
elemento apropiado de D; una solución no trivial en D: Este elemento se
puede escoger, por ejemplo, como el mínimo común múltiplo de los denom-
inadores de cada entrada del vector solución V: De aquí se deduce entonces
la equivalencia entre 2 y 3 lo cual concluye la prueba de la proposición.

Como corolario de la observación 2.2.12 y de la proposición anterior se
sigue que:

Corolario 2.2.14 Sea f(z; w) un polinomio en C[z; w] y @f=@w su deriva-
da parcial con respecto a w. Entonces el conjunto de aquellos valores de
z para los cuales fz(w) = f(z; w) tiene una raíz múltiple coincide con las
raíces del polinomio resultante df (z) = res(f; @f=@w), también llamado el
discriminante de f

fz0 2 C : f(z0; w) = 0 tiene una raíz múltipleg
= fz0 : df (z0) = 0g

Prueba. Después de un cambio apropiado de coordenadas podemos suponer
que f tiene la forma wd + a1(z)wd�1 + � � �+ ad(z), d > 0. Es obvio que f y
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@f=@w satisfacen las condiciones de la proposición 2.2.13 de lo cual se sigue
inmediatamente el corolario.

En el próximo lema mostraremos que las raíces de un polinomio varían
continuamente como función de los coe�cientes, un hecho que necesitaremos
más adelante para demostrar que toda curva irreducible es conexa.

De�nición 2.2.15 Sean A = (a1; : : : ; ad) y B = (b1; : : : ; bd) dos d tuplas
de complejos (con posible repetición). Para cada permutación � 2 Sd sea
d(�) = m�axf

��ai � b�(i)�� : i = 1; : : : ; dg. De�nimos la distancia entre las dos
tuplas como d(A;B) = m��nfd(�) : � 2 Sdg.

Lema 2.2.16 Sean f(t) =
P
cit

i; g(t) =
P
dit

i polinomios mónicos de gra-
do d con coe�cientes en C. Supongamos que F=(a1; : : : ; ad) y G=(b1; : : : ; bd)
son las raíces de f y g; respectivamente (con posibles repeticiones). Entonces
dado " > 0 existe � > 0 tal que si

jf � gj = m�axfjci � dij : i = 1; : : : ; dg < �

entonces d(F;G) < ".

Prueba. La a�rmación en el teorema es equivalente a demostrar que si
gn es una secuencia de polinomios mónicos de grado d tal que jgn � f j !
0 entonces d(Gn; F ) ! 0; donde Gn = (bn;1; : : : ; bn;d) y F = (a1; : : : ad)
son la raíces de gn y f . Razonemos por inducción sobre d. Para d = 0
el teorema es trivial. Ahora, sea a = a1 una de las raíces de f . Es fácil
ver que g0n = gn(t + a) ! f 0 = f(t + a): Como las raíces de g0n y f

0 son
G0n = (bn;1 � a; : : : ; bn;d � a) y F 0 = (0; : : : ad � a1); basta demostrar la
a�rmación del lema para la secuencia g0n ! f 0. Refrescando la notación,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f tiene a cero como una
de sus raíces.

Ahora, como 0 es raíz, el término constante de f es cero. Esto fuerza a
que el término constante de gn; ln; tienda a cero. Pero este término es, en
valor absoluto, el producto de todas su raíces. Luego, dado N > 0 existe un
entero n(N) tal que para todo n � n(N); jlnj < (1=N)d y en consecuencia
existe una raíz de gn tal que jbn;ij < 1=N , ya que si jbn;ij � 1=N; para todo
i = 1; : : : ; d, se tendría que jlnj = jbn;1j � � � jbn;dj � (1=N)d. Lo anterior nos
permite pasar a una subsecuencia de la secuencia original, que abusando
de la notación, también denotaremos por gn; en donde cada uno de estos
polinomios tiene al menos una raíz, que denotaremos simplemente como bn;
tal que jbnj < 1=n. Sea hn(t) = gn(t+bn): Como bn ! 0 se veri�ca fácilmente
que hn(t)! f(t). Ahora, si Hn denota el conjunto de raíces de hn, para ver
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que d(Gn; F ) ! 0 basta ver que d(Hn; F ) ! 0, debido a que bn ! 0. Pero
cada hn y f tienen a cero como raíz y por consiguiente hn = th�n y f = tf�;
con h�n y f

� polinomios en t, de lo cual se sigue que h�n ! f� y la hipótesis
de inducción garantiza que si F � y H�

n son las raíces de f
� y h�n entonces

d(H�
n; F

�)! 0. Pero esto claramente implica que d(Hn; F )! 0:

Condición 2.2.17 Supondremos a lo largo de esta sección que f tiene la
forma (2.2), que llamaremos "forma estándar", y que es además irreducible
en C[z; w]. Esto último no le quita ninguna generalidad a nuestro análisis,
ya que por ser C[z; w] un dominio de factorización única, f admite una
factorización en factores irreducibles f = fn11 � � � fnss y en consecuencia la
curva X(f) es igual a una unión �nita de curvas irreducibles X(f1) [ � � � [
X(fs):

A continuación veamos que la proyección � : X ! C de�ne un mapeo
rami�cado por fuera del conjunto discriminante.

Proposición 2.2.18 Sea f(z; w) una curva irreducible de grado d. Denote-
mos por X a los ceros de f en C2 y por � : X ! C a la proyección
�(z; w) = z. Sea B = fz0 2 C : df (z0) = 0g el conjunto discriminante
de f . Entonces si X0 = X � ��1(B); la restricción � : X0 ! C�B es un
mapeo recubridor.

Prueba. Sea z0 2 C�B y escojamos V0 un entorno de z0 que no contenga
ningún otro punto de B, excepto a z0. La ecuación f(z0; w) = 0 tiene en-
tonces d raíces distintas w1; : : : wd. Como @f=@z(z0; wi) 6= 0, el teorema de la
función inversa nos garantiza entornos abiertos Vi de z0 y Wi de wi (abierto
en C2) tales que � :Wi\X ! Vi es un homeomor�smo con inversa holomor-
fa !i : Vi !Wi\X. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que todos
losWi son disjuntos por pares. Sea Vz0 = V0\(

Td
i=1Vi) y Ui = !i(Vz0) �Wi.

Es claro que � : X \ Ui ! Vz0 es un homeomor�smo. Como Ui no contiene
ningún punto de ��1(B) se tiene entonces que � : X0 \ Ui ! Vz0 es un
homeomor�smo. Finalmente, ��1(Vz0) �

Sd
i=1(X

0 \ Ui); y esta unión tiene
que ser toda la preimagen de Vz0 bajo �, puesto que si z 2 Vz0 ; ��1(z) con-
siste exactamente de d puntos. En consecuencia ��1(Vz0) =

Sd
i=1(X

0 \ Ui)
lo cual concluye la prueba.

Nuestro objetivo en esta sección es demostrar la existencia de un dia-
grama conmutativo como en (2.1). Para ello necesitamos primero demostrar
que todo espacio recubridor sobre una super�cie de Riemann tiene a los
sumo una única estructura holomorfa que hace que la proyección sea una
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función holomorfa. Demos primero una de�nición precisa de compatibilidad
entre cartas.

De�nición 2.2.19 Sea X una super�cie de Riemann y p : Y ! X un
mapeo recubridor, donde Y es un a espacio Hausdor¤, segundo contable.
Sea A = f(U�; z�)g�2A un atlas para X. Decimos que un sistema de coor-
denadas locales (U; �) (es decir U � X es un abierto y � : U ! eU � C un
homeomor�smo) es compatible con A si para cada � 2 A tal que U�\U 6= ;
se da que z� � ��1 es holomorfa en �(U� \ U) y � � (z�)�1 es holomorfa en
z�(U� \ U).

Proposición 2.2.20 Sea X una super�cie de Riemann y p : Y ! X un
mapeo recubridor, donde Y es un a espacio Hausdor¤, segundo contable1.
Existe un atlas natural, A; para Y que hace que p sea holomorfa. Si A0 es
otro atlas con esta propiedad, entonces todo par de cartas en A y A0 son
compatibles.

Prueba. Para cada a 2 Y sea b = p(a) y escojamos entornos abiertos
Vb � X y Ua � Y tales que p : U� ! Vb sea un homeomor�smo. Escogiendo
a Vb su�cientemente pequeño, podemos suponer que en él están de�nidas
coordenadas zb : Vb ! eV � C: De�namos coordenadas locales alrededor de
a, (U�; �a = zb � p) y sea A el conjunto de todas estas cartas. Este conjunto
es un atlas, ya que si Ua \ Ua0 6= ; se tiene que

�a0 � ��1a = zb
0 � p � p�1 � (zb)�1 = zb

0 � (zb)�1

que es holomorfa en �a(U� \ Ua0):Por otro lado, como zb � p � ��1a es la
identidad, se sigue inmediatamente que p es holomorfa.

Finalmente, sean (Wa;  
a) coordenadas alrededor de a en A0. Sean U 0a =

Ua\Wa y V 0b = p(U 0a): Entonces, si eU =  a(U
0
a) y eV = zb(V 0b ); la función ep =

zb � p � �1a es holomorfa y biyectiva y por consiguiente un bioholomor�smo,
por el corolario 2.2.6. Luego �a �  �1a = ep y  a � ��1a = ep�1 son holomorfas,
y por consiguiente las cartas son compatibles.

eU  a � U 0aep # �a . # peV zb � V 0b

1Esta condición se satisface automáticamente si la �bra de p es contable.
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Discusión 2.2.21 Sea f(z; w) = wd + a1(z)w
d�1 + � � � + ad(z) una curva

irreducible de grado d escrita en forma estándar. Denotemos por X a los
ceros de f en C2, y por �0 : X ! C a la proyección �0(z; w) = z: El plano
C puede ser embebido en P 1C, vía el biholomor�smo j(z) = [1; z]; donde
j es la inversa de z0([a0; a1] = a1=a0. Sea B0 = fz 2 C : df (z) = 0g el
conjunto discriminante de f . Entonces, si X0 = X� (�0)�1(B0); ya sabemos
que la restricción �0 : X0 ! C �B0 es un mapeo recubridor. Si B denota el
conjunto j(B0)[fp1g; donde p1 = [0; 1] es el "punto en in�nito de la línea
proyectiva", entonces el mapeo

� = j � �0 : X0 ! P1C �B

es también un mapeo recubridor.

Veamos ahora que X0 y X son espacios conexos.

Teorema 2.2.22 (con la notación anterior) El conjunto X0 es una super�-
cie de Riemann conexa y en consecuencia también los es la curva algebraica
X.

Prueba. Sabemos que �0 : X0 ! C � B0 es un mapeo recubridor. Supon-
gamos que X0 no es conexo y denotemos por Y  X0 a una cualquiera de
su componentes conexas. Un ejercicio elemental muestra que la restricción
�0jY : Y ! C�B0 es también un mapeo recubridor. Sea p un punto de X0

que no esté en Y y sea z0 = �0(p). Entonces es claro que la �bra sobre z0 en
Y tiene menos de d elementos, ya que p no está en ella. Como B0 es �nito,
C�B0 es conexo, luego la cardinalidad de la �bra en Y sobre cada punto
z0 2 C � B0 es la misma, digamos que �j�1Y (z0) = fw1; : : : wsg, con s < d,
un subconjunto propio de todas las raíces de f(z0; w) = 0 (para las que
hemos escogido una numeración �ja, en forma arbitraria). En la proposición
2.2.18 vimos que alrededor de z0 2 C�B0 y de cada wi existen entornos
abiertos y funciones holomorfas !z0;i : Vz0 ! Ui\Y , (i = 1; : : : ; s);.tales que
f(z; !z0;i(z)) = 0, para todo z 2 Vz0 . Para cada entero 1 � k � s denotemos
por skz0(z) a la k-ésima función simétrica en Vz0 es decir,

skz0 : Vz0 ! Ui \ Y (2.4)

z 7�!
P

1�i1<���<ik�s
!z0;i1(z)!z0;i2(z) � � �!z0;ik(z)

Veamos ahora que si z0; z1 C�B0 son dos puntos tales que Vz0 \ Vz1 6= ;;
entonces skz0(z) = skz1(z), para todo z 2 Vz0 \ Vz1 . La �bra sobre z es pre-
cisamente el conjunto f!z0;1(z); : : : ; !z0;s(z)g; que obviamente es el mismo
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conjunto, f!z1;1(z); : : : ; !z1;s(z)g, y por consiguiente ambos conjuntos di-
�eren sólo por una permutación en el orden de sus elementos. Como en la
sumatoria (2.4) aparecen todos los posibles productos de k factores distintos,
es entonces claro que las sumas skz0(z) y s

k
z1(z) tienen que ser iguales.

De lo anterior deducimos que cada sk es una función holomorfa bien
de�nida en todo C�B0.

Consideremos ahora a Y como un recubrimiento � : Y ! P1C � B, con
B = j(B0) [ fp1g, � = j � �0, como en la discusión (2.2.21), y veamos que:

A�rmación: cada sk � z0 se extiende a una función meromorfa en P1C
con a lo sumo un polo en p1 de orden � d:

Consideremos dos casos:
i) j(b) = [1; b] 2 B, con b 2 B0. Veamos que en este caso sk es acotada

en una vecindad de b y por tanto puede extendrse a una función holomorfa
en toda una vecindad de b; lo que obviamente implica que sk � z0 también
se extiende a una función holomorfa en toda una vecindad de j(b). Por el
lema de continuidad de las raíces (2.2.16), existe � > 0 tal que si z 6= b
y jai(z)� ai(b)j < �, para i = 1; : : : ; d, entonces las raíces de f(z; w) = 0,
(!z;1(z); : : : ; !z;d(z)); satisfacen

j!z;1(z)� w1j < 1; : : : ; j!z;d(z)� wdj < 1;

para un cierto ordenamiento (w1; w2; : : : ; wd) (con posible multiplicidad) de
las raíces de

f(b; w) = wd + a1(b)w
d�1 + � � �+ ad(b) = 0:

En particular, para cada una de las s raíces de f(z; w) = 0 en Y se tiene
que

j!z;i(z)j = j!z;i(z)� wi + wij � 1 + jwij ; i = 1; : : : ; s:

Luego para cada producto !z;i1(z)!z;i2(z) � � �!z;ik(z) en (2.4) se tiene que

j!z;i1(z)!z;i2(z) � � �!z;ik(z)j �
sQ
i=1
(1 + jwij) = Cb

Y en consecuencia
��sk(z)�� � �

s
k

�
Cb, para todo z en un entorno de b que

satisfaga que jai(z)� ai(b)j < �, para i = 1; : : : ; d.
ii) p1 = [0; 1]. Veamos que sk � z0 es meromorfa en p1. Sea z1 : U1 ! C

las coordenadas en U1 = f[a0; a1] : a1 6= 0g, de�nidas como z1([a0; a1]) =
a0=a1; y mostremos que

zk[(sk � z0) � (z1)�1] = zksk(1=z)
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es acotada en un entorno perforado del cero. Como B0 es �nito existe un
N > 0 tal que B0 está incluido en un disco alrededor del origen de radio
N y por consiguiente para todo z 2 D�(0; 1=N) se tiene que 1=z =2 B0 y en
consecuencia f(1=z; w) = 0 tiene d raíces distintas, (!1(1=z); : : : ; !d(1=z)):
Ahora,

zdf(1=z; w) = zd(wd + a1(1=z)w
d�1 + � � �+ ad(1=z))

= (zw)d + za1(1=z)(zw)
d�1 + � � �+ ad(1=z)zd

Si hacemos a�i (z) = ziai(1=z), entonces como grado ai(z) es a lo sumo i; se
deduce que a�(z) es un polinomio en z. Luego (z!1(1=z); : : : ; z!d(1=z)) son
las d raíces distintas del polinomio

T d + a�1(z)T
d�1 + � � �+ a�d(z) = 0;

Nuevamente, por el lema (2.2.16) existe � > 0 tal que si ja�i (z)� a�i (0)j < �,
(para i = 1; : : : ; d), entonces

jz!1(1=z)� w�1j < 1; : : : ; jz!d(1=z)� w�dj < 1;

donde (w�1; : : : ; w
�
d) son un cierto ordenamiento de las raíces del polinomio

T d + a�1(0)T
d�1 + � � �+ a�d(0) = 0:

Luego para cada producto z!i1(1=z)z!i2(1=z) � � � z!ik(1=z) se tiene que

jz!i1(1=z)z!i2(1=z) � � � z!ik(1=z)j �
sQ
i=1
(1 + jw�i j) = C0

Y en consecuencia
��zksk(1=z)�� � �sk�C0, para todo z en un entorno D�(0; r);

tal que r < m��nf1=N; "g; y donde " se escoge de tal forma que ja�i (z)� a�i (0)j <
�, para i = 1; : : : ; d, y para todo 0 < jzj < ".

Por la proposición 1.1.10, cada funcion sk = (sk �z0)� (z0)�1 es racional,
digamos sk(z) = ck(z)=dk(z) para polinomios ck(z); dk(z). Como el único
posible polo es p1 se tiene que dk(z) tiene que ser un polinomio constante
y en consecuencia

g(z0; w) = ws � s1(z)ws�1 + � � �+ (�1)sss(z)
= (w � !z;1(z)) � � � (w � !z;s(z))

es un polinomio con coe�cientes en C[z]. Ahora, este polinomio es un factor
de f(z; w), ya que para cada z0 2 C � B0 �jo las raíces de g(z0; w) = 0
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son raíces de f(z0; w) = 0 y por tanto Res(g; f)(z0) = 0: Esto fuerza a que
Res(g; f) es el polinomio nulo y por la proposición 2.2.13 g y f tienen un
factor común, lo que contradice la irreducibilidad de f .

Como X0 es conexo, su clausura también lo es. Pero X es la unión de
X0 y un número �nito de puntos y por tanto X es la clausura de X0, un
conjunto conexo.

Usando la notación de la discusión 2.2.21 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.23 Sea X una curva algebraica y � : X0 ! P1C�B la proyec-
ción de�nida en (2.2.21). Entonces existe una super�cie de Riemann X
conexa y compacta que contiene a X como subconjunto abierto, una fun-
ción holomorfa y sobreyectiva p : X ! P1C que hace conmutar el siguiente
diagrama

X0 � X
� # # p
P1C �B � P1C

(2.5)

Más aún, el par (X; p) es único, es decir, si (Z; p0) es otro par con esta
propiedad, existe un biholomor�smo � : X ! Z que hace conmutar el si-
guiente diagrama:

X
��! Z

p& . p0

P1C

(2.6)

Prueba. (Existencia) Sea B = fq1; : : : ; qkg. Alrededor de cada punto qi
podemos escoger una vecindad Ui para la cual estén de�nidas coordenadas
zi : Ui ! D, con zi(qi) = 0, donde D denota el disco abierto unitario y tales
que si U0i denota el conjunto Ui�fqig, entonces U0i no contiene ningún punto
de B. Escribamos a ��1(U0i ) como la unión disjunta de abiertos conexos V

0
ij ;

��1(U0i ) = V 0i1 [ � � � [ V 0imi
: (2.7)

De la proposición 2.2.18 se sigue que � restringido a V 0ij es un mapeo recubri-
dor, y por el teorema 2.1.2, podemos escoger homeomor�smos �ij;1 : D� !
U0i ; �ij;2 : D

� ! V 0ij (D
� denota el disco perforado) que hacen conmutar el

siguiente diagrama
D� �ij;1! V 0ij

zdij # # �
D� �ij;2! U0i

(2.8)

donde dij > 0 es el grado del mapeo � restringido a V 0ij : Para cada i =
1; : : : ; k; escojamos elementos de un conjunto disjunto de X, que llamaremos
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"puntos adicionales", pij ; j = 1; : : : ;mi y de�namos X = X0 [fpijg. A este
conjunto le damos la topología que tiene por base a los abiertos de X0 y a
todos los conjuntos de la forma

Wij = fpijg [ (��1(U 0i) \ V 0ij); (2.9)

para cada abierto U 0i � U0i . Para ver que este conjunto es en efecto un base,
basta ver la interseción de dos conjuntos de las forma W [ G, donde W
es unión de conjuntos Wij , también es de esta forma. Pero, por un lado la
intersección de dos abiertos

Wij = fpijg [ (��1(U 0i) \ V 0ij);
Wrs = fprsg [ (��1(U 0r) \ V 0rs);

es vacía, si (i; j) 6= (r; s) y en caso contrario es igual a un abierto de esta
misma forma

W 0
ij = fpijg [ (��1(U 0i \ U 00i ) \ V 0ij):

Por otro lado, si G � X0 es abierto, la intersección G \Wij también tiene
esta forma, ya que es igual a

W 00
ij = fpijg [ (��1(U 00i ) \ V 0ij); con U 00i = �(U 0i \G):

De lo anterior se sigue entonces que la intersección de dos conjuntos (G[Wij)
y (G0 [Wrs) es una unión de un abierto, G \ G0 de X0; y W , donde W es
a su vez una unión de conjuntos de la forma (2.9) lo cual muestra que este
conjunto es en efecto una base.

De�namos p como la extensión natural de �, es decir, p(pij) = qi y
pjX0 = �. Si en el diagrama (2.8) extendemos a �ij;1 y �ij;2 como �ij;1(0) =
pij y �ij;2(0) = qi. Con la topología de�nida en X es fácil veri�car que pjVij ,
donde Vij = V 0ij [ fpijg, es continua y que �1; �2 son homeomor�smos.

D
�ij;1! Vij

zdij # # p
D

�ij;2! Ui

De la de�nición de p se sigue trivialmente que el diagrama (2.5) conmuta.
Por la proposición 2.2.20 existe un atlas A para X0 que hace que pjX0 sea
haolomorfa, y que por su unicidad es compatible con el atlas de X0 dado
en la proposición (2.2.2). A A le añadimos todas las cartas de la forma
��1ij;1 : Vij ! D. Se veri�ca fácilmente que estas cartas son compatibles con
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las de A y que cada carta añadida restringida a X0 hace que pjX0 sea
holomorfa.

Ahora, X0 es conexo por el teorema anterior, y su clausura en X es
precisamente X. Luego X también es conexo. Veamos que es compacto.
Para ello veamos que toda secuencia fxng en X tiene una subsecuencia
convergente. Como P1C es compacto la secuancia zn = p(xn) admite una
subsecuencia convergente. Abusando de la notación supongamos que la se-
cuencia misma fzng converge a un punto z 2 P1C. Tomemos un entorno
alrededor de z, Uz tal que p�1(Uz) = V1 [ � � � [ Vr es una uníón disjunta y
pjVi es equivalente al mapeo z 7�! zdi , para un cierto entero di > 0. Sea
p�1(z) = fa1; : : : ; arg la �bra sobre z, donde ai 2 Vi. Cada �bra p�1(zn)
tiene di preimágenes en Vi y por tanto deberá existir un ak; 1 � k � r; que
es punto de acumulación de elementos de p�1(zn) lo cual permite extraer
una subsecuencia fxnjg que converge a ak:

(Unicidad)
Supongamos que (Z; p0) es otro par que hace conmutar el diagrama (2.5).

Para cada qi 2 B podemos escoger Ui su�cientemente pequeño tal que se
cumple (2.7) y se da que (p0)�1(Ui) = Ci1 [ � � � [ Cisi ; donde la uníon es
dijunta y cada Cij es una componente conexa donde p0 es equivalente al
mapeo z 7�! zdij . Si U0i = Ui � fqig, se tiene que C0ij = Cij � fcijg son las
componentes conexas de (p0)�1(U0i ), donde cij es el único elemento en Cij
tal que p0(cij) = qi. Como (2.5) conmuta se tiene que V 0ij = C0ij , después
de reenumerar las componentes Cij adecuadamente. De�nimos � : X ! Z
como la identidad en X0 y como �(pij) = cij . Se deja como ejercicio al lector
veri�car que � es un biholomor�smo que hace conmutar a (2.6).
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Capítulo 3

Sheaves

De�nición 3.0.24 Sea X un espacio topológico. Una presheaf de grupos
abelianos en X consta de los siguientes datos:

1. Para cada abierto U � X, un grupo abeliano F (U) :

2. Para cada inclusión V � U de abiertos de X, un homomor�smo de
grupos abelianos �V U : F (U) ! F (V ) que satisface las siguientes
condiciones:

F (?) = 0, y para todo abierto U , �UU es el homomor�smo identidad.

Si W � V � U son abiertos, entonces �WU = �WV � �V U :

Denotaremos una presheaf por fF ; ��g o simplemente por F . Los elemen-
tos de F (U) se denominan secciones de F en U , y los de F (X) secciones
globales. Llamaremos a los homomor�smos �V U homomor�smos restricción
y escribiremos sjV en lugar de �V U (s) ; si s 2 F (U). También es común
denotar a F(U) por �(U;F).

La presheaf restricción de F al abierto U se de�ne como la presheaf que
asigna a cada abierto V � U el grupo F(V ), con los mismos homomor�smos
restricción de F ; y se denotará por FjU:

Si cada F (U) tiene una estructura adicional, por ejemplo de anillo, ál-
gebra, módulo, espacio vectorial, etc., y cada �V U es un mor�smo en la
correspondiente categoría, diremos que F es una presheaf de anillos, álge-
bras, módulos, espacios vectoriales, etc.

En el lenguaje de categorías y functores, la de�nición de presheaf puede
expresarse como sigue. Para cualquier espacio topológico de�namos la ca-
tegoría Top (X), cuyos objetos son los abiertos de X; y los mor�smos las

41
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funciones inclusión. Una presheaf de grupos abelianos es entonces un func-
tor contravariante de Top (X) a la categoría A; de grupos abelianos.

De�nición 3.0.25 Una presheaf F en un espacio topológico X es una
sheaf, si para cualquier abierto U � X y para cualquier cubrimiento abierto
fU�g�2A de U se satisface la siguiente condición: si s� 2 F (U�) es una
colección de secciones tales que s�jU�\U� = s�jU�\U� ; para todo U� y U�,
existe una única sección s 2 F (U) tal que s� = sjU� en cada U�.

En otras palabras, si las secciones locales en los conjuntos U� coinciden
en las intersecciones, podemos encontrar una única sección en U cuyas res-
tricciones son las secciones dadas. Los elementos de F(U) pueden pensarse
en forma intuitiva como funciones en U que satisfacen una cierta propiedad
de carácter local, como por ejemplo, la continuidad, la diferenciabilidad, la
propiedad de ser localmente constante, etc. Sin embargo, no todas las sheaves
que aparecen en geometría son sheaves de funciones, aunque, como veremos
más adelante, toda sheaf es isomorfa a una cierta sheaf de funciones, con la
restricción usual.

Ejemplo 3.0.26 Sea X una super�cie de Riemann. Para cada abierto U �
X; sea A (U) el conjunto de las funciones suaves en U , con la restricción usual
de funciones. Como ser suave es una propiedad local, se sigue fácilmente que
A es una sheaf de anillos en X.

Si X es una super�cie de Riemann y O (U) es el conjunto de las fun-
ciones holomorfas en U , la colección fO; ��g es una sheaf, lo cual puede
veri�carse fácilmente, ya que la propiedad de holomorfía es local. De forma
similar M(U), el conjunto de funciones meromorfas en U , es una sheaf con
la restricción usual de funciones.

Ejemplo 3.0.27 Sea X un espacio topológico y G un grupo abeliano no
trivial. Sea GX la presheaf en X; de�nida por GX (U) = G; para todo U 6= ?
y GX (U) = f0g ; si U = ?; con homomor�smos restricción �V U = IdG;
si ? 6= V � U; y �V U = 0; si V = ?: Supongamos que X contiene
un conjunto abierto disconexo U; representado como la unión disjunta de
conjuntos abiertos no vacíos U1 y U2: Sean a1; a2 2 G dos elementos dis-
tintos y s1 = a1 2 GX (U1) = G y s2 = a2 2 GX (U2) = G: La condi-
ción s1jU1\U2 = s2jU1\U2 se satisface trivialmente, ya que U1 \ U2 = ?.
Pero, como a1 6= a2, no existe ninguna sección s 2 GX (U) = G tal que
sjU1 = s1 y sjU2 = s2. Luego GX no es una sheaf.
Si G0X(U) es el conjunto de funciones localmente constantes en U con

valores en G, y �0V U denota la restricción usual de funciones, entonces
fG0X ; �0V Ug es una sheaf, que se acostumbra denotar por G:
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Ejemplo 3.0.28 ??Sea X un espacio topológico y p 2 X un punto. Para
cada U de�nimos Cp(U) = (0), si p =2 U y Cp(U) = C, si p 2 U; y sea
�V U igual a la identidad, si Cp(V ) 6= (0) e igual a la función cero, en caso
contrario. Se veri�ca inmediatamente que Cp es una sheaf de C-espacios
vectoriales, llamada la sheaf rascacielos en p:

De�nición 3.0.29 Sea F una presheaf en X y sea p 2 X. En la unión dis-
junta

S
p2UF (U) de�nimos la siguiente relación de equivalencia: s 2 F (U)

y t 2 F (V ) son equivalentes si y sólo si existe un entorno abierto de p,
W � U \ V; tal que sjW = tjW . La clase de equivalencia de s se denotará
por sp y se denominará el germen de s en p. Al conjunto Fp de clases de
equivalencia lo llamaremos el stalk de la presheaf F en p.

El stalk de F en p tiene estructura natural de grupo abeliano: si sp y
tp son elementos en Fp; con s 2 F (U) y t 2 F (V ), tomemos W; cualquier
entorno de p contenido en U \V . De�nimos la suma sp+ tp de sp y tp como
la clase en Fp de �WU (s)+�WV (t) : Es claro que esta suma es independiente
de los representantes s 2 F (U) y t 2 F (V ) ; y de las clases sp y tp; así como
del entorno abierto W .

Notemos también que si F es una sheaf, entonces una sección s de F en
U está completamente determinada por sus imágenes en los stalks Fp; para
todo p 2 U . Es decir, dos secciones s y t en U son iguales, si y sólo si sp = tp,
para todo p 2 U . En efecto, si sp = tp; para todo p 2 U , entonces para cada
p existe un entorno Up � U tal que sjUp = tjUp , y como obviamente los Up
cubren a U; se deduce que s = t en F (U).

Ejemplo 3.0.30 Si X es una super�cie de Riemann y p 2 X un punto, el
stalk de Op puede identi�carse con el conjunto de series con radio de con-
vergencia positivo

P
anz

n, donde (U; z) son coordenadas locales alrededor
de p tales que z(p) = 0: si f y g son funciones holomorfas de�nidas en en-
tornos alrededor de p; entonces, si fp = gp implica que f y g coinciden en
un entrono de p y por tanto f � z�1 y g � z�1 coinciden en un entorno de
cero. Luego en cierto disco alrededor del origen, D se cumple que f � z�1 y
g � z�1 tienen el mismo desarrollo en serie de potencias alrededor del origenP
ant

n y en consecuencia f(x) = g(x) =
P
anz(x)

n, para todo x 2 z�1(D):
Es obvio que esta igualdad implica que fp = gp:

En la categoría de las presheaves en un espacio topológico X la noción
de mor�smo es la siguiente.
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De�nición 3.0.31 Sean F y G presheaves enX. Un mor�smo ' : F ! G es
una colección de homomor�smos de grupos abelianos 'U : F (U) ! G (U) ;
(uno por cada abierto de X), tal que si V � U; el siguiente diagrama es
conmutativo

F (U) 'U! G (U)
#�V U; F #�V U; G

F (V ) 'V! G (V )
(3.1)

donde �V U;F y �V U;G denotan los homomor�smos restricción de F y G:
Si F y G son sheaves, ' se denomina un mor�smo, si lo es como mor�smo

de presheaves. Si F y G son sheaves de anillos, álgebras, espacios vectoriales,
etc., ' se denomina un mor�smo de sheaves de anillos, álgebras, espacios
vectoriales, etc., si 'U es un mor�smo en la categoría correspondiente.

Los mor�smos pueden componerse en forma natural: si ' : F ! G y
 : G ! H son mor�smos, el mor�smo  � ' se de�ne en cada U como
 U �'U ; y es fácil ver que esta composición es asociativa. ' se denomina un
isomor�smo si existe un mor�smo  : G ! F , tal que ' �  y  � ' es el
mor�smo identidad en G y F :

Lo anterior nos muestra que las presheaves (respectivamente, las sheaves)
en X forman a su vez una categoría. El conjunto de mor�smos de presheaves
de F en G se denotará por HomX(F ;G) y es un grupo abeliano, con la
operación ('+  )U = 'U +  U :

Proposición 3.0.32 Un mor�smo de presheaves ' : F ! G induce en
forma natural un mor�smo en los stalks 'p : Fp ! Gp; para cada p 2 X.

Prueba. Para cada p 2 X de�nimos 'p : Fp ! Gp, como la función que
envía cada germen sp en Fp en el germen ('U (s))p; donde s es cualquier
representante de sp en un entorno abierto U de p. 'p está bien de�nido,
pues si s1 2 F (U1) y s2 2 F (U2) tienen el mismo germen en p, entonces
por de�nición existe un abierto V � U1 \ U2; tal que s1jV = s2jV : Luego
'V (s1jV ) = 'V (s2jV ) ; y por ser ' un mor�smo de sheaves, 'U1 (s1)jV =
'U2 (s2)jV : Por tanto ('U1 (s1))p = ('U2 (s2))p; y en consecuencia el valor
de 'p sobre un germen no depende del representante escogido. Es claro que
'p es un homomor�smo, por la forma como fue de�nido.

Ejercicio 3.0.33 Demuestre que todo mor�smo de sheaves ' : F ! G
queda determinado por los mor�smos inducidos en los stalks, es decir, si
'; son mor�smos de sheaves tales que 'p =  p; para cada p 2 X, entonces
' =  .
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De�nición 3.0.34 Una subsheaf de una sheaf fF ; ��g es una sheaf F 0 que
satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo abierto U � X, F 0 (U) es un subgrupo de F (U).

2. Cada homomor�smo restricción �0V U : F 0(U) ! F 0(V ) es igual a la
restricción �V U jF 0(U) :

Se sigue de esta de�nición que, para todo punto p, el stalk F 0p es un
subgrupo de Fp.

De�nición 3.0.35 Sea ' : F ! G un mor�smo de presheaves. La presheaf
kernel de ', cokernel de ', e imagen de ' se de�ne como la presheaf que
asigna a cada abierto U los grupos ker('U ), coker'U , e im('U ); respectiva-
mente.

Proposición 3.0.36 Sea ' : F ! G un mor�smo de sheaves. La presheaf
kernel de ' es una subsheaf de F :

Prueba. Sea fU�g�2A un cubrimiento abierto de U . Consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo

ker('U ) � F (U) 'U! G (U)
# # #

ker('U�) � F (U�)
'U�! G (U�)

donde las �echas verticales denotan las funciones restricción correspondien-
tes. Sea s� 2 ker('U�); tal que s�jU�\U� = s�jU�\U� : Como F es una sheaf
existe una sección s 2 F (U) tal que s� = sjU� . Además, de la conmuta-
tividad del diagrama se sigue que 'U (s)jU� = 'U� (s�) = 0: Como G es
una sheaf, se tiene que 'U (s) = 0; y por consiguiente s 2 ker('U ). Para
demostrar la unicidad de s basta ver que si s 2 ker('U ) � F (U) es tal que
sjU� = 0 2 ker('U�) � F (U�) ; entonces s = 0: Pero esto es claro ya que F
es una sheaf.

Observación 3.0.37 En general las presheaves cokernel e imagen no son
sheaves, como se muestra a continuación.

Ejemplo 3.0.38 Sea X = C� = C�f0g el plano complejo menos el origen,
y sean OX la sheaf de funciones holomorfas (con la operación suma), y O�X
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la sheaf que a cada abierto U le asigna las funciones holomorfas en U que
no se anulan en ningún punto de U , con la operación producto. Si

exp : OX ! O�X

es el mor�smo exponencial, de�nido por expU : f 7! ef ; f 2 OX (U) ;
entonces la presheaf de�nida como U 7! im(expU ); no es sheaf. En efecto, si

U1 = C� fx 2 R : x � 0g
U2 = C� fx 2 R : x � 0g ;

y hacemos f1 (z) = z en U1, f2 (z) = z en U2, entonces fi 2 im(expUi); ya
que U1 y U2 son simplemente conexos, y en consecuencia puede de�nirse en
cada uno de ellos una rama logi de la función logaritmo, y por consiguiente
funciones gi 2 OX(Ui); gi = logi(z); que satisfacen exp(gi) = fi en Ui. Sin
embargo, no existe una función f 2 im(expU1[U2); con f jUi = fi, ya que
esta función sería un logaritmo en X, que, como se demuestra en los cursos
elementales de análisis complejo, no puede de�nirse en C�:

La siguiente proposición muestra que siempre existe una sheaf asociada
(en forma natural) a una presheaf.

Proposición 3.0.39 Dada una presheaf F , existe una sheaf F+ y un mor-
�smo � : F ! F+, tal que para cualquier sheaf G y cualquier mor�smo
' : F ! G, existe un único mor�smo '+ : F+ ! G; que satisface ' = '+��.
El par (F+; �) es único, salvo isomor�smos. F+ es llamada la shea��cación
de la presheaf F .

Prueba. Comencemos por construir a F+. Para cada abierto U � X, sea
F+ (U) el conjunto de todas las funciones s+ de U a la unión disjuntaS
p2UFp de los stalks de F en los puntos de U , tales que:

1. para cada p 2 U , s+ (p) 2 Fp:

2. para cada p 2 U , existe un entorno V de p, contenido en U , y un
elemento t 2 F (V ), tal que para todo q 2 V , s+ (q) = tq:

De la naturaleza local de la de�nición se sigue fácilmente que F+; con
las restricciones naturales, es una sheaf. Sea � : F ! F+ el mor�smo que
para cada U envía s 2 F(U) en la función s+; de�nida por s+ (p) = sp.
Se ve sin ninguna di�cultad que s+ 2 F+ (U), y que � es un mor�smo de
presheaves.
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Veamos que se satisface la propiedad universal descrita. Para ello, sea G
una sheaf y ' : F ! G un mor�smo. Tomemos t 2 F+(U). Por la condición
2, existe un cubrimiento abierto fU�g�2A de U; y elementos t� 2 F (U�)
tales que para todo p 2 U�, (t�)p = t (p). Como (t�)p = (t�)p ; para todo
p 2 U� \ U�; tenemos que ('U�(t�))p = ('U� (t�))p; ya que

('U�(t�))p = 'p((t�)p) = 'p((t�)p) = ('U� (t�))p:

Como G es una sheaf, se tiene que 'U� (t�)jU�\U� = 'U� (t�)
��
U�\U�

; de lo

cual se deduce que existe un único v 2 G (U) ; tal que 'U� (t�) = vjU� :
De�namos '+ : F+ ! G como '+U (t) = v. Note que si p 2 U entonces
p 2 U�; para algún � y

vp = (vjU�)p = ('U� (t�))p = 'p((t�)p) = 'p (t (p)) :

Esto implica que la de�nición de '+ no depende de la colección fU�; t�g
escogida, ya que si fU 0�; t0�g es otra colección, y v0 es tal que v0p = 'p (t (p)) ;
entonces v0p = vp; para todo p 2 U , de lo cual se deduce que v0 = v en G (U).
Queda por probar que si t = �U (s) ; con s 2 F (U), entonces '+U (t) =
'U (s) : Pero esto se sigue de la de�nición de '+, tomando el cubrimiento
trivial fU1 = Ug, ya que '+U (t) y 'U (s) son ambas iguales a v:

La unicidad de '+ se sigue del hecho de que cualquier mor�smo con las
propiedades de '+ coincide localmente con '.

De�nición 3.0.40 Si ' : F ! G es un mor�smo de sheaves, de�nimos la
imagen de ' como la shea��cación de la presheaf imagen de ' y la deno-
taremos también como im('). De�nimos el cokernel de ', denotado coker',
como la shea��cación de la presheaf cokernel de '.

Para cada mor�smo de sheaves ' : F ! G, la propiedad universal de
la shea��cación garantiza la existencia de un mor�smo i+ : im(')! G; tal
que i+ � � = i, la inclusión de la presheaf im' en G.

De�nición 3.0.41 Un mor�smo de sheaves ' : F ! G es inyectivo si
ker(') = 0; y sobreyectivo si i+ : im(')! G es un isomor�smo. Es costum-
bre escribir im(') = G cuando se quiere a�rmar que ' es sobreyectivo.

Ejercicio 3.0.42 Demuestre que i+ es inyectivo y por tanto, im(') puede
identi�carse como una subsheaf de G.
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De�nición 3.0.43 Diremos que una secuencia de sheaves

� � � ! F i�1 '
i�1
! F i '

i

! F i+1 '
i+1

! � � �

es exacta, si para cada i, ker('i) = im('i�1).

Lema 3.0.44 Sea ' : F ! G un mor�smo de sheaves. Entonces para cada
punto p, (ker('))p = ker('p) e (im('))p = im('p). Más aún,

0! (ker('))p ! Fp ! (im('))p ! 0

es una secuencia exacta.

Prueba. Se deja como ejercicio.

Proposición 3.0.45 Sea ' : F ! G un mor�smo de sheaves en X. En-
tonces las siguientes a�rmaciones son equivalentes.

1. El mor�smo ' es inyectivo.

2. El homomor�smo inducido en los stalks, 'p; es inyectivo, para todo
p 2 X:

3. 'U es inyectivo, para todo U:

Prueba. 1 ) 2. Supongamos que ' es inyectivo. Entonces ker(') = 0. Por
el lema 3.0.44, ker('p) = (ker('))p = 0; y por tanto, 'p es inyectivo.

2 ) 3. Supongamos que 'p es inyectivo, y probemos que 'U también lo
es. Sea s 2 F (U), y supongamos que 'U (s) = 0. Entonces, para todo p 2 U ,
la imagen 'p(sp) = ('U (s))p de 'U (s) en el stalk Gp es 0. Puesto que 'p es
inyectivo para cada p, se sigue que sp = 0 en Fp para cada p 2 U . Por tanto,
existe un entorno abierto Wp de p, con Wp � U , tal que sjWp

= 0. Como los
abiertos Wp forman un cubrimiento de U; y F es una sheaf, s tiene que ser
cero en U , y por tanto, 'U es inyectivo.

3 ) 1. Supongamos que 'U es inyectivo para todo U . Entonces

(ker') (U) = ker'U = 0;

para todo U . Por tanto ker(') = 0; y en consecuencia ' es inyectivo.

Proposición 3.0.46 Sea ' : F ! G un mor�smo de sheaves en X. En-
tonces ' es un isomor�smo, si y sólo si el homomor�smo inducido en los
stalks, 'p; es un isomor�smo para todo p 2 X.
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Prueba. Si ' es un isomor�smo, es claro que 'p también lo es.
Recíprocamente, supongamos que 'p es un isomor�smo para todo p 2 X.

Para probar que ' es un isomor�smo, basta ver que 'U : F (U)! G (U) es
un isomor�smo, para todo U , ya que esto nos permite de�nir un mor�smo
 ; como  U = '�1U ; para cada U , el cual es obviamente el inverso de ':

De la proposición 3.0.45 se sigue que 'U es inyectivo. Veamos que 'U es
sobreyectivo. Sea s un elemento de G(U). Para cada p 2 U; de la sobreyec-
tividad de 'p se sigue que 'Up (t (p)) = sjUp ; para algún t (p) 2 F (Up). Si
p; q son dos puntos cualesquiera de U , se tiene que t (p)jUp\Uq y t (q)jUp\Uq
son dos secciones en F (Up \ Uq) que son enviadas en sjUp\Uq . Por la inyec-
tividad de ', estas secciones coinciden, y de los axiomas de sheaf, se deduce
que existe una sección t 2 F (U) tal que tjUp = t (p) ; para cada p. Como
'U (t)jUp = sjUp , se deduce que 'U (t) = s.

Proposición 3.0.47 Sea ' : F ! G un mor�smo de sheaves en X. Las
siguientes a�rmaciones son equivalentes.

1. ' es sobreyectivo.

2. El homomor�smo inducido en los stalks, 'p; es sobreyectivo, para todo
p 2 X

3. Para todo abierto U � X, y todo s 2 G (U), existe un cubrimiento
abierto fU�g�2A de U , y elementos t� 2 F (U�), tales que 'U� (t�) =
sjU� ; para todo U�.

Prueba. 1 ) 2. Supongamos que ' es sobreyectivo. Entonces im(') = G.
Por el lema 3.0.44, im('p) = (im('))p = Gp; y por tanto, 'p es sobreyectivo.

2 ) 3. Supongamos que 'p es sobreyectivo para todo p 2 X. Fijemos
s 2 G (U). Por la sobreyectividad, podemos encontrar tp 2 Fp; tal que
'p (tp) = sp. Supongamos que tp es representado por una sección t (p) en un
entorno abierto Up de p. Entonces 'Up (t (p)) y sjUp son dos elementos de
G (Up), cuyo germen es el mismo, puesto que ('Up(t (p)))p = 'p (tp) = sp:
Por tanto, reemplazando Up por un entorno abierto más pequeño, si fuera
necesario, podemos suponer que 'Up (t (p)) = sjUp : Esto proporciona un
cubrimiento abierto fUp : p 2 Ug de U; y secciones t (p) 2 F (Up) que
satisfacen las condiciones requeridas en 3.

3 ) 2. Se sigue claramente de las de�niciones.
2 ) 1. Si se satisface 2, entonces 'p es sobreyectivo, y por tanto, tam-

bién lo es i+p ; donde i
+ : im(')! G es el mor�smo canónico inducido por la
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inclusión de la presheaf im(') en G: Como ya sabemos que este último mor-
�smo es inyectivo, se sigue de la proposición 3.0.46 que i+ es un isomor�smo.

Corolario 3.0.48 Una secuencia

0! F 0 '! F  ! F 00 ! 0 (3.2)

es exacta si y sólo si para cada p 2 X la correspondiente secuencia en los
stalks

0! F 0p
'p! Fp

 p! F 00p ! 0 (3.3)

es exacta.

Prueba. De las proposiciones 3.0.45 y 3.0.47 se sigue que la exactitud en
los extremos de (3.2) y (3.3) son a�rmaciones equivalentes.

La exactitud de (3.2) en el medio signi�ca que im(') = ker( ), y como
(im('))p = im('p) y (ker( ))p = ker( p); se sigue que im('p) = ker( p), lo
cual demuestra la exactitud de (3.3) en el medio.

Para demostrar el recíproco veamos primero que im(') � ker( ), lo que
equivale a demostrar que para cada abierto U , y s 2 F 0(U); el elemento
 '(s) es cero. Pero en cada p 2 U , ( '(s))p =  p'p(sp) = 0; por la ex-
actitud en el medio de (3.3). Como F 00 es una sheaf, se sigue que  '(s) es
cero. Luego ' : F 0 ! ker( ) es un mor�smo bien de�nido. Nuevamente,
de la exactitud de (3.3), se sigue que ' es un isomor�smo en los stalks y
por la proposición 3.0.46, es entonces un isomor�smo, y en consecuencia
im(') = ker( ).

La siguiente proposición nos muestra que ' puede ser sobreyectivo sin
que 'U lo sea. El mor�smo de sheaves exp es sobreyectivo, como se demuestra
a continuación, y sin embargo, como se vio en el ejemplo ??,

expX : OX(X)! O�X(X)

no lo es.

Proposición 3.0.49 Sea X = C� y sean OX y O�X las sheaves de�nidas en
el ejercicio ??. Entonces la secuencia de sheaves

0! 2�iZ! OX
exp! O�X ! 0

es exacta. Aquí 2�iZ denota la sheaf de funciones localmente constantes con
valores en 2�iZ y la �echa de la izquierda denota la inclusión.
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Prueba. El único punto no trivial es demostrar que el mor�smo de sheaves
exp : OX ! O�X es sobreyectivo. De acuerdo con la proposición 3.0.47 basta
veri�car que para cada z0 2 X el homomor�smo

expz0 : OX;z0 ! O
�
X;z0 ;

es sobreyectivo.
Para cada punto z0 2 X y cada e 2 O�X;z0 , existe un entorno abierto

simplemente conexo U de z0 tal que e es el germen de una función holomorfa
f : U ! C�. Como f(z) 6= 0 para todo z 2 U; es posible construir una
función holomorfa g : U ! C tal que f = exp (g) : Basta de�nir

g(z) = w0 +

zZ
z0

f 0(�)

f(�)
d�;

donde la integral se toma sobre cualquier camino 
 contenido en U; que una
a z0 con z; y w0 es cualquier complejo que satisfaga exp(z0) = f(z0): De
aquí se sigue que expz0 (gz0) = fz0 = e; y por tanto, expz0 es sobreyectivo.

Proposición 3.0.50 Para cada U � X, el functor � (U;�) ; de la categoría
de sheaves en X a la categoría de grupos abelianos, es un functor exacto a
izquierda. Es decir, si 0 ! F 0 ! F ! F 00 ! 0 es una secuencia exacta de
sheaves, entonces 0 ! � (U;F 0) ! � (U;F) ! � (U;F 00) es una secuencia
exacta de grupos.

Prueba. Supongamos que la secuencia

0! F 0 '! F  ! F 00 ! 0

es exacta. Por el corolario 3.0.48, para cada p 2 X; la secuencia

0! F 0p
'p! Fp

 p! F 00p ! 0 (3.4)

es exacta. Veamos que para cada U � X,

0! �
�
U;F 0

� 'U! � (U;F)  U! �
�
U;F 00

�
; (3.5)

es exacta. Como ' es inyectivo, por la proposición 3.0.45, 'U lo es.
Para demostrar la exactitud en el medio, notemos primero que  U �'U =

( � ')U = 0U = 0; lo cual implica que im('U ) � ker( U ). Para probar la
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otra inclusión, supongamos que s 2 � (U;F) es tal que  U (s) = 0. Puesto
que (3.4) es exacta,  p (sp) = ( U (s))p = 0p = 0; y por tanto, podemos
encontrar tp 2 F 0p tal que 'p (tp) = sp. Supongamos que tp es representado
por una sección t (p) en un entorno abierto Up de p. Como F es una sheaf,
existe una sección t 2 � (U;F) tal que tjUp = t (p) ; para cada p; y 'U (t) = s.
Luego s 2 im('U ); y por tanto, ker( U ) � im('U ).

Sea F 0 una subsheaf de la sheaf F . Para cada abierto U de�namos

H (U) = F (U) =F 0 (U) ,

y �V U;H; como el homomor�smo inducido en el cociente por �V U;F . Denote-
mos por LU : F (U) ! H (U) al homomor�smo canónico al cociente, y por
[s] a LU (s). Entonces, para V � U se tiene que �V U;H ([s]) = [�V U;F (s)] =
[sjV ] ; para cada [s] 2 H (U). El homomor�smo �V U;H está bien de�nido, ya
que si [s1] = [s2] ; entonces s1�s2 2 F 0 (U) y por tanto, (s1 � s2)jV 2 F 0 (V ).
Luego [s1jV ] = [s2jV ] y, en consecuencia, fH; �V U;Hg es una presheaf de gru-
pos abelianos.

De�nición 3.0.51 La sheaf cociente F=F 0 es la shea��cación de la presheaf
H.



Capítulo 4

Cohomología de sheaves

4.1. Preliminares

De�nición 4.1.1 Un conjunto I; dotado de un orden parcial �; con la
propiedad de que para cada par de índices i; j 2 I, existe un entero k 2 I;
con i; j � k, se denomina un conjunto dirigido.

Sean R; un anillo conmutativo con elemento identidad y fMi : i 2 Ig
una familia de R-módulos, indizada por I. Supongamos que para cualquier
i; j 2 I; con i � j, existe un R-homomor�smo fji : Mi ! Mj , que satisface
las siguientes dos condiciones:

1. fii es la función identidad de Mi:

2. Para i; j � k; fki = fkj � fji:

El conjunto de módulos y R-homomor�smos fMi; fjigi;j2I se denomina
un sistema dirigido.

Sobre la unión disjunta
S
i2IMi

1 de�namos la siguiente relación de equi-
valencia: dos elementos vi 2Mi y vj 2Mj son equivalentes si y sólo si existe
un entero k tal que i; j � k; y fki (vi) = fkj (vj). El conjunto de clases de
equivalencia, que denotaremos por

l��m�!Mi = f[vi] : vi 2Mi; i 2 Ig;

1Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los conjuntos Mi son disjuntos. Si
no fuese así, podríamos reemplazar cadaMi por el productoMi�fig, y dotar cada �nueva
copia�con la misma estructura de R�módulo de Mi:
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tiene estructura natural de R-módulo, donde la acción de R se de�ne como
r � [vi] = [r � vi] ; y la suma de dos elementos [vi] ; [vj ] 2 l��m�!Mi como

[vi] + [vj ] = [fki (vi) + fkj (vj)] ;

con k 2 I un índice cualquiera, tal que i; j � k. Es fácil ver que estas
operaciones están bien de�nidas y que dotan a l��m�! Mi de estructura de
R-módulo, llamado el límite directo del sistema dirigido fMi; fjigi;j2I .

Para cada Mi hay un homomor�smo natural de R-módulos

fi :Mi ! l��m�!Mi;

que envía a vi en su clase de equivalencia [vi]. Estos homomor�smos satis-
facen fj � fji = fi:

El límite directo, fl��m�!Mi; fig; satisface la siguiente propiedad universal
(y por tanto, es un objeto unívocamente determinado, salvo isomor�smos):
dado un R-módulo W y una familia de R-homomor�smos hi :Mi !W que
satisfacen hj � fji = hi; para todo i � j, existe un único R-homomor�smo
h : l��m�!Mi !W; tal que hi = h � fi; para todo i.

Ejercicio 4.1.2 Demuestre que fl��m�!Mi; fig satisface la propiedad universal
enunciada en el párrafo anterior.

Un mor�smo entre sistemas dirigidos, fAi; ajigi;j2I y fBi; bjigi;j2I (sobre
el mismo conjunto indizante I) es una colección de R-homomor�smos h =
fhi : i 2 Ig; con hi : Ai ! Bi que hacen conmutar el siguiente diagrama:

Ai
hi! Bi

# aji # bji
Aj

hj! Bj

(4.1)

Un mor�smo h induce un homomor�smo (que también denotaremos por h)
h : l��m�!Ai ! l��m�!Bi; que envía [vi] en [hi(vi)]. Esta función está bien de�nida,
ya que si [vi] = [vj ], entonces vj = ajivi; y por la conmutatividad de (4.1)
se tiene que hj(vj) = bji(hi(vi)); y por tanto, [hi(vi)] = [hj(vj)].

Una secuencia de sistemas dirigidos

0! Ai
fi! Bi

gi! Ci ! 0

se llama exacta, si la correspondiente secuencia de R-módulos es exacta para
cada i:
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Proposición 4.1.3 Si

0! Ai
fi! Bi

gi! Ci ! 0

es una secuencia exacta de sistemas dirigidos de R-módulos, entonces

0! l��m�!Ai
f! l��m�!Bi

g! l��m�!Ci ! 0

es exacta.

Ejercicio 4.1.4 Demuestre la proposición anterior.

Ejemplo 4.1.5 Supongamos que N = fNigi2I es una colección de sub-
módulos de un R-módulo M tal que si Ni y Nj están en N ; existe un Nk

en la colección, con Ni; Nj � Nk: Dotemos a I del orden parcial i � j; si
Ni � Nj : La condición anterior implica que I es dirigido. Si i � j; de�-
namos �ji : Ni � Nj como la inclusión de Ni en Nj : Claramente, fNi; �jigi2I
es un sistema dirigido. El límite directo de este conjunto se denomina la
unión directa de los submódulos Ni; y puede identi�carse naturalmente con
un submódulo de M que contiene a todos los Ni:

Ejemplo 4.1.6 Sea X un espacio topológico y p 2 X. Denotemos por Ep
al conjunto de todos los entornos abiertos de p. Si U y V son entornos,
de�namos U � V; si V � U: Es claro que Ep; con esta relación de orden, es
un conjunto dirigido. Para cada U 2 Ep; sea C0(U) el conjunto de funciones
continuas con valores reales en U; y si U � V , denotemos por

�V U : C0(U)! C0(V )
f 7! f jV ;

la función que envía a f 2 C0(U) en su restricción a V . El límite directo,

C0p = l��m�!U2EpC0(U);

se denomina el conjunto de gérmenes de funciones continuas en el punto
p; y, a la clase de cada f 2 C0(U); el germen de la función f en p; que
se denotará por fp: Notemos que dos clases de equivalencia fp y gp, donde
f 2 C0(U) y g 2 C0(V ) son iguales si y sólo si existe un entorno abierto de
p; W � U \ V; tal que f jW = gjW :
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4.1.1. �-Functores

Recordemos que si A y B son sheaves y f : A ! B es un mor�smo,
entonces fX : A(X)! B(X); que denotaremos por �f , es un homomor�smo
de grupos. Si f es el mor�smo identidad, �f es el homomor�smo identidad,
y si g : B ! C es otro mor�smo, entonces �(g � f) = �(g) � �(f): Si
denotamos las secciones globales de una sheaf E por �E; las propiedades
anteriores muestran que � es un functor covariante de la categoría de sheaves
en X ; Sh(X); a la categoría de grupos abelianos A. Si

0! A
f! B

g! C ! 0 (4.2)

es una secuencia exacta de sheaves, entonces la secuencia

0! �A
�f! �B

�g! �C

es exacta y por tanto, � es un functor exacto a izquierda.
Nos proponemos construir una colección de functores T = fTngn�0; de

Sh(X) en A; con las siguientes propiedades:

1. Para cada secuencia exacta corta (4.2) existen homomor�smos cone-
xión �n : TnC ! Tn+1A; n � 0; tales que la secuencia larga

0! T 0A
T 0f! T 0B

T 0g! T 0C
�0! T 1A! � � �

� � � ! TnA
Tnf! TnB

Tng! TnC
�n! Tn+1A! � � �

es exacta.

2. Si (a; b; c) es un mor�smo entre secuencias exactas cortas, es decir, si
el siguiente diagrama conmuta

0! A
f! B

g! C ! 0
a # # b # c

0! A0
f 0! B0

g0! C 0 ! 0

entonces los homomor�smos conexión �0n : TnC 0 ! Tn+1A0 son natu-
rales, es decir, cada diagrama

TnC
�n! Tn+1A

# Tnc # Tn+1a
TnC 0

�0n! Tn+1A0

conmuta.
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3. T 0 es isomorfo, como functor, a �:

De�nición 4.1.7 Una colección de functores T = fTngn�0 que satisfaga
las propiedades 1 y 2 se llama un �-functor. Si además se satisface la tercera
propiedad, diremos que T es un �-functor con componente de grado cero �:

4.2. Cohomología de Cech

Sea X un espacio topológico y U = fUaga2A un cubrimiento abierto de
X. Para cada p � 0 denotemos por Ap al conjunto de todas las (p+1)-tuplas
Ap = f(a0; : : : ; ap) : ai 2 Ag; y por (a0; : : : ; bai; : : : ; ap) a la p-tupla que se
obtiene suprimiendo ai. Para cada (p + 1)-tupla en Ap denotaremos a la
intersección Ua0 \ � � � \ Uap por Ua0;:::;ap :

Sea F una sheaf en X y de�namos Cp(U ; F ) como el conjunto

Cp(U ; F ) = f! : ! : Ap !
[

(a0;:::;ap)2Ap

F (Ua0;:::;ap)g;

de todas las funciones deAp a la unión disjunta de todos los grupos F (Ua0;:::;ap);
tales que !(a0; : : : ; ap) 2 F (Ua0;:::;ap): Para cada p � 0 de�namos dpU :

Cp(U ; F )! Cp+1(U ; F ) como la función que envía a ! 2 Cp(U ; F ) en dpU!;
de�nida como

(dpU!)(a0; : : : ; ap+1) =

p+1X
i=0

(�1)i !(a0; : : : ;bai; : : : ; ap+1)jUa0;:::;ap+1 :
Proposición 4.2.1 La colección C�U = fCp(U ; F ); d

p
Ugp�0 es un complejo

de grupos abelianos con homología de grado cero isomorfa a F (X):

Prueba. Se sigue directamente de la de�nición que dpU es un homomor�smo.
Por otro lado, si ! 2 Cp(U ; F ); entonces, por de�nición

(dp+1U dpU!)(a0; : : : ; ap+2) =

p+2X
j=0

(�1)j(dpU!)(a0; : : : ;baj ; : : : ; ap+2)
=

p+2X
j=0

(�1)j
p+2X

i=0; i6=j
(�1)"(i) !(a0; : : : ;bai; : : : ;baj ; : : : ; ap+2)jUa0;:::;ap+2 (4.3)

donde "(i) = i; si 0 � i < j y "(i) = i� 1; si i > j: Por tanto, para cada par
de índices distintos i; j el sumando !(a0; : : : ;bai; : : : ;baj ; : : : ; ap+2)jUa0;:::;ap+2



58 CAPÍTULO 4. COHOMOLOGÍA DE SHEAVES

aparece dos veces con signos opuestos y en consecuencia la suma (4.3) es
cero.

Por último, la cero homología es por de�nición igual a ker(d0U ). Pero
! 2 ker(d0U ) si y sólo si

(d0U!)(a0; a1) = !(a1)jUa0;a1 � !(a0)jUa0;a1 = 0;

es decir si !(a0) y !(a1) coinciden en Ua0 \ Ua1 ; para todo (a0; a1) 2 A1:
Como F es una sheaf, la colección f!(ai)g determina una única sección
t 2 F (X); tal que tjUi = !(ai): Por tanto H0(C�(U ; F )) puede identi�carse
naturalmente con la secciones globales de F , es decir, con F (X):

A la homología n-ésima del complejo C�U la denotaremos por H
n(U ; F ), y

se llamará el n-ésimo grupo de cohomología de Cech, relativo al cubrimiento
U :

Sea V = fVbgb2B un cubrimiento abierto de M que sea un re�namiento
de U , y sea � : B ! A una función de escogencia para este re�namiento, es
decir, una función tal que Vb � U�(b); para todo Vb 2 V: Sea �p la función

�p : Cp(U ; F )! Cp(V; F )
! 7! �p!

de�nida como

�p!(b0; : : : ; bp) = !(�b0; : : : ; �bp)jVb0;:::;bp : (4.4)

Es fácil ver que �p es un homomor�smo que induce un mor�smo de complejos
�� : C�(U ; F )! C�(V; F ); y por tanto, un homomor�smo en las homologías
�� : H�(U ; F )! H�(V; F ):

Ejercicio 4.2.2 Demuestre que dpV�
p = �p+1dpU ; y que por tanto, �

� es un
mor�smo de complejos.

Sean � y  dos funciones de escogencia �;  : B ! A para el re�namiento
V: De�namos

hp : Cp(U ; F )! Cp�1(V; F )
! 7! hp!

como la función que envía a ! en hp! de�nida como

hp!(b0; : : : ; bp�1) =

p�1X
i=0

(�1)i !(�b0; : : : ; �bi;  bi; : : : ;  bp�1)jVb0;:::;bp�1 :

(4.5)
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Proposición 4.2.3 h� : C�(U ; F ) ! C��1(V; F ) es una homotopía entre
los mor�smos de complejos �� y  �: Es decir,

 p � �p = dp�1V hp + hp+1dpU ; (4.6)

para todo p � 0 (donde d�1V se de�ne como 0).

Prueba. Con el propósito de simpli�car la notación, suprimamos durante
la prueba el símbolo de restricción de secciones, �j�. Sea ! un elemento en
Cp(U ; F ). Por de�nición de hp+1 tenemos que

hp+1(dpU!)(b0; : : : ; bp) =

pX
i=0

(�1)idpU!(�b0; : : : ; �bi;  bi; : : : ;  bp)

=

pX
i=0

(�1)i
p+1X
j=0

(�1)j!(ai0; : : : ; baij ; : : : ; aip+1); (4.7)

donde aik = �bk; si 0 � k � i y aik =  bk�1; si i < k � p+ 1:
Por otro lado,

dp�1V (hp!)(b0; : : : ; bp) =

pX
j=0

(�1)jhp!(b0; : : : ; bbj ; : : : ; bp)
=

pX
j=0

(�1)j
p�1X
i=0

(�1)i!(�cj0; : : : ; �c
j
i ;  c

j
i ; : : : ;  c

j
p�1);

(4.8)

donde cjk = bk; si 0 � k < j y cjk = bk+1; si j � k � p� 1: Veamos que cada
término de (4.8) aparece en (4.7) con signo opuesto. Distingamos dos casos:
si 0 � i < j, el sumando que corresponde a i; j en la suma (4.8) es

(�1)i+j!(�b0; : : : ; �bi;  bi; : : : ;d bj ; : : : ;  bp):
Pero este sumando es precisamente el término i; j + 1 de (4.7), que aparece
con signo opuesto (igual a (�1)i+j+1). Si j � i � p� 1; el sumando de (4.8)
que corresponde a i; j es

(�1)i+j!(�b0; : : : c�bj ; : : : ; �bi+1;  bi+1; : : : ;  bp);
que es igual al término i+1; j de (4.7), que aparece con signo opuesto, igual
a (�1)i+j+1:
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Por consiguiente, en la suma ((dp�1V hp+hp+1dpU )!)(b0; : : : ; bp) sólo apare-
cen los términos de (4.7) que no están en (4.8) (2p+2 en total). Es fácil ver
que estos términos son precisamente los que corresponden a los índices i; j
con 0 � i � p y j = i o j = i+1: Notemos que en la suma (4.7) el sumando
que corresponde a i = 0 y j = 0 es precisamente !( b0; : : : ;  bp) y el que
corresponde a i = p y j = p+1 es igual a �!(�b0; : : : ; �bp): Los restantes 2p
sumandos, que corresponden a los índices 0 � i < p; con j = i o j = i + 1;
se cancelan entre sí, ya que cada término i; j = i+ 1; que es igual a

(�1)2i+1!(�b0; : : : ; �bi; c bi;  bi+1; : : : ;  bp);
se cancela con el término i+ 1; j = i+ 1; que es igual a

(�1)2i+2!(�b0; : : : ; �bi;c�bi+1;  bi+1; : : : ;  bp):
En consecuencia vemos que

((dp�1V hp + hp+1dpU )!)(b0; : : : ; bp) = !( b0; : : : ;  bp)� !(�b0; : : : ; �bp);

y por tanto, (4.6) es cierta.

Corolario 4.2.4 Los homomor�smos inducidos en las homologías

 �; �� : H�(U ; F )! H�(V; F )

son iguales, y por tanto, no depende de la función de escogencia para el
re�namiento.

Prueba. La demostración es una consecuencia directa de la nota ??, ya que
 � y �� son homotópicos.

Al homomor�smo determinado por cualquier función de escogencia entre
B y A lo denotaremos por

��V;U : H
�(U ; F )! H�(V; F ): (4.9)

Sea W = fWcgc2G un re�namiento de V; y sea � : G ! B una función
de escogencia cualquiera. Es claro que W es a su vez un re�namiento de U
y que � � � es una función de escogencia de G a A. De (4.4) se sigue que
(���)� = �� ���; y por tanto, que (� ��)�W;U = ��W;V ���V;U : De�namos en el
conjunto de cubrimientos abiertos de X; Cubr(X); la relación V � U ; si V es
un re�namiento de U : Es fácil ver que esta relación es en efecto una relación
de orden parcial en Cubr(X); y que el conjunto fH�(U ; F ); ��V;U ; gU ;V2Cubr(X)
es un sistema dirigido.
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De�nición 4.2.5 El límite directo l��m�!U2Cubr(X) H
n(U ; F ) se denotará por

Hn(X;F ) y se llamará la n-ésima cohomología de Cech con coe�cientes en
la sheaf F .

Veamos que H = fHn(X;�)gn�0 es un �-functor. En primer lugar, si U
es un cubrimiento abierto cualquiera de X y f : F ! G es un mor�smo de
sheaves, de�namos

cpU (f) : C
p(U ; F )! Cp(U ; G)

! 7! !0

donde !0 está dada por

!0(a0; : : : ; ap) = fUa0;:::;ap � !(a0; : : : ; ap); (4.10)

para cada (a0; : : : ; ap) 2 Ap: Es fácil veri�car que los c
p
U (f) son homo-

mor�smos de grupos que conmutan con el operador dpU y por tanto, de-
�nen un mor�smo de complejos, que induce a su vez un homomor�smo
HpU (f) : H

p(U ; F ) ! Hp(U ; G): Por otro lado, se sigue de (4.10) que H�U (f)
conmuta con los homomor�smos ��V;U y por tanto, al pasar al límite se in-
ducen homomor�smos H�f : H�(X;F )! H�(X;G):

Ejercicio 4.2.6 Veri�que las a�rmaciones anteriores. Demuestre además
que los homomor�smos H�(f) son functoriales, es decir, que H�(g � f) =
H�g �H�f y que H�IdF = IdH�(X;F ):

4.2.1. El �-functor H = fHn(X;�)gn�0
En esta sección mostraremos que H = fHn(X;�)gn�0 es un �-functor,

de la categoría de sheaves, a la categoría de grupos abelianos, con H0(X;�)
isomorfo a �(�). Sea

0! A
i! B

h! D ! 0; (4.11)

una secuencia exacta de sheaves. Comencemos por construir homomor�smos
conexión �n : Hn(X;D) ! Hn+1(X;A): La secuencia (4.11) induce una
secuencia exacta de grupos abelianos

0! C�(U ; A)
c�U (i)! C�(U ; B)

c�U (h)! C�(U ; D):

Denotemos por eC�(U ; D) a la imagen im(c�U (h)): Es claro entonces que la
secuencia

0! C�(U ; A)
c�U (i)! C�(U ; B)

c�U (h)! eC�(U ; D)! 0
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es exacta. Si V es un re�namiento de U ; los homomor�smos

��V;U : C
�(U ; A)! C�(V; A) y ��V;U : C�(U ; B)! C�(V; B)

inducen un homomor�smo e��V;U : eC�(U ; D) ! eC�(V; D) que hace que el
siguiente diagrama sea conmutativo:

0! C�(U ; A)
c�U (i)! C�(U ; B)

c�U (h)! eC�(U ; D)! 0

��V;U # ��V;U # e��V;U #
0! C�(V; A)

c�V (i)! C�(V; B)
c�V (h)! eC�(V; D)! 0

(4.12)

Por el lema ?? todo mor�smo entre secuencias exactas cortas de complejos
da origen a un mor�smo entre las correspondientes secuencias exactas largas:

Hn(U ; B)
HnU (h)! Hn( eC�(U ; D)) e�nU! Hn+1(U ; A)

Hn+1U (i)
! Hn+1(U ; B)

# �nV;U # e�nV;U # �n+1V;U �n+1V;U #

Hn(V; B)
HnV (h)! Hn( eC�(V; D)) e�nV! Hn+1(V; A)

Hn+1V (i)
! Hn+1(V; B)

Pasando al límite directo en cada columna se obtiene una secuencia exacta
larga

! Hn(X;B)
Hnh! eHn(X;D)

e�n! Hn+1(X;A)
Hn+1i! Hn+1(X;B)!

(4.13)
donde eHn(X;D) denota el grupo l��m�!U2Cubr(X)Hn( eC�(U ; D)). Por otro lado,
si

��U : eC�(U ; D)! C�(U ; D)

denota la inclusión de complejos, al tomar homología se inducen homomor-
�smos

�nU : Hn( eC�(U ; D))! Hn(U ; D): (4.14)

Es fácil ver que la restricción de ��V;U envía a eC�(U ; D) en eC�(V; D), es decir,
que ��V;U ( eC�(U ; D)) � eC�(V; D) y, por consiguiente, cada diagrama

Hn( eC�(U ; D)) �nU! Hn(U ; D)
�
n
V;U # # �nV;U

Hn( eC�(V; D)) �nV! Hn(V; D)
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es conmutativo. Si X es paracompacto (ver apéndice ??), los homomor�smos
�nU inducen, al pasar al límite directo, isomor�smos

�n : eHn(X;D)! Hn(X;D);

como demostraremos a continuación. Comencemos por probar el siguiente
lema.

Lema 4.2.7 Sea U = fUaga2A un cubrimiento localmente �nito de X; un
espacio topológico paracompacto. Entonces, existe un cubrimiento abierto
W = fWaga2A tal que W a � Ua; para cada a 2 A; y para cada p 2 X un
entorno abierto Vp con las siguientes propiedades:

1. Si p 2 Ua; entonces Vp � Ua:

2. Si p 2Wa; entonces Vp �Wa:

3. Si Wa \ Vp 6= ?; entonces Vp � Ua:

Prueba. Por la proposición ?? del apéndice ??, existe un cubrimiento abier-
to W = fWaga2A de X tal que W a � Ua; para cada a 2 A: Para ca-
da p 2 X; como U es localmente �nito, sólo existen �nitos abiertos de U ;
Lp = fUa1 ; : : : ; UaN g que contienen a p: Es claro que los únicos abiertos enW
que pueden contener a p están necesariamente en la lista fWa1 ; : : : ;WaN g, ya
que para cada a 2 A; Wa � W a � Ua: Sean Wa1 ; : : : ;War aquellos abiertos
que contienen a p: Tomemos un entorno abierto V 1p de p tal que

V 1p �Wai1
\ � � � \Wair \ Ua1 \ � � � \ UaN : (4.15)

Es claro que para este entorno se satisfacen las condiciones 1y 2. Notemos
ahora que si eVp es cualquier entorno abierto de p contenido en V 1p , entonces
las condiciones 1 y 2 siguen siendo válidas para eVp:

Ahora, sea Wa tal que Wa \ V 1p 6= ?; y en consecuencia Ua \ V 1p es no
vacío. Como U es localmente �nito podemos escoger V 2p � V 1p tal que V

2
p

sólo interseque �nitos abiertos Wa: Sean Sp = fWaj1
; : : : ;Wajmg los únicos

abiertos en W tales que Wajk
\V 2p 6= ?: Para cada uno de ellos distingamos

dos casos: si para Wajk
se cumple que p =2 Uajk ; de�namos el abierto Gajk

como el complemento de W ajk
(note que p 2 Gajk ). Si por el contrario,

p 2 Uajk ; entonces V
2
p � Uaj , por la condición 1. Sea Vp = V 2p \ (\ajkGajk ):

Como observamos antes, las condiciones 1 y 2 se siguen cumpliendo para Vp:
Ahora veamos que se cumple 3: si Wa \ Vp 6= ?; entonces Wa es uno de los
abiertos de la lista Sp; digamos Wa =Wajk

: No puede ocurrir que p =2 Uajk ,
ya que p 2 G: Luego p 2 Uajk , y en consecuencia Vp � V

2
p � Uaj
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Proposición 4.2.8 Sea X un espacio paracompacto y D una sheaf en X:
Entonces las inclusiones (4.14) inducen al pasar al límite directo isomor�s-
mos de grupos abelianos

�n : eHn(X;D)! Hn(X;D): (4.16)

Prueba. Denotemos por Q�(U ; D) al cociente C�(U ; D)= eC�(U ; D) y por �
el homomor�smo canónico al cociente. En forma similar a como se procedió
en (4.12), se demuestra que el homomor�smo inducido en los cocientes

q�V;U : Q
�(U ; D)! Q�(V; D)

hace conmutar el diagrama

0! eC�(U ; D) c�U (�)! C�(U ; D)
c�U (�)! Q�(U ; D)! 0e��V;U # ��V;U # q�V;U #

0! eC�(V; D) c�V (�)! C�(V; D)
c�V (�)! Q�(V; D)! 0

Por el lema ??, existe un diagrama conmutativo:

Hn�1(Q�(U ; D))
e�n�1U! Hn( eC�(U ; D)) �nU! Hn(U ; D)

cnU (�)! Hn(Q
�(U ; D))

qn�1V;U # e�nV;U # �nV;U # qnV;U #

Hn�1(Q�(V; D))
e�n�1V! Hn( eC�(V; D)) �nV! Hn(V; D)

cnV (�)! Hn(Q
�(V; D))

Pasando al límite se obtiene una secuencia exacta larga

l��m�!U2Cubr(X)Hn�1(Q
�(U ; D))

e�n�1! eHn(X;D)
�n! Hn(X;D)!

cn(�)! l��m�!U2Cubr(X)Hn(Q
�(U ; D))

Para ver que �n es un isomor�smo basta probar que

l��m�!U2Cubr(X)Hn(Q
�(U ; D)) = 0;

para todo n � 0. Mostraremos que si ! 2 Cn(U ; D); entonces existe un
re�namiento V de U = fUaga2A tal que �nV;U (!) 2 im(cnU (h)): De aquí se
seguiría que �nV;U envía la clase de ! en Hn(Q

�(U ; D)) en la clase del cero,
y por tanto, es cero al pasar al límite.

Como X es paracompacto, pasando a un re�namiento de U = fUaga2A
localmente �nito si fuera necesario, podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que U es localmente �nito. Sean W = fWaga2A y fVpgp2X escogidos
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como en el lema anterior. Como h es un mor�smo sobreyectivo podemos es-
coger un entorno abierto V 0p � Vp tal que para cada (n+1)-tupla (a0; : : : ; an);
con p 2 Ua0 \ � � � \ Uan , existen �p;a0;:::;an 2 B(V 0p) que cumplen que

hV 0p(�p;a0;:::;an) = !(a0; : : : ; an)jV 0p : (4.17)

Esto es posible ya que U es un cubrimiento localmente �nito y en consecuen-
cia p sólo puede estar contenido en �nitos abiertos Ua. De�namos V como el
cubrimiento abierto V = fV 0pgp2X : Como V 0p � Vp se veri�ca fácilmente que
las condiciones 1,2 y 3 del lema se cumplen para los V 0p , es decir, se cumple
que:

1. Si p 2 Ua entonces V 0p � Ua:

2. Si p 2Wa; entonces V 0p �Wa:

3. Si Wa \ V 0p 6= ?; entonces V 0p � Ua:

Como W es un cubrimiento abierto de X, para cada pi 2 X podemos
escoger un abierto Wai que lo contenga. De la condición 2 se sigue que
V 0pi �Wai ; y por tanto V es un re�namiento de W. Sea � : X ! A una fun-
ción de escogencia para este re�namiento, es decir, Vpi �W�(pi). Para cada
(n+1)-tupla (p0; : : : ; pn); el elemento �nV;U (!)(p0; : : : ; pn) es, por de�nición,
!(a0; : : : ; an)jV 0p0;:::;pn : Veamos que existe �p0;:::;pn 2 B(V

0
p0;:::;pn

) tal que

hV 0p0;:::;pn
(�p0;:::;pn) = !(a0; : : : ; an)jV 0p0;:::;pn ;

lo que demostraría que �nV;U (!) = cnV(h)(�); donde � se de�ne como la fun-
ción �(p0; : : : ; pn) = �p0;:::;pn : Si V

0
p0;:::;pn

= ? la a�rmación se cumple triv-
ialmente. Supongamos que esta intersección es no vacía. Entonces

? 6= V 0p0;:::;pn � V
0
p0 \ V

0
pk
� V 0p0 \Wak ;

y por la condición 3, V 0p0 � Uak ; para todo 0 � k � n: Por consiguiente,
V 0p0 � Ua0\� � �\Uan : Sean �p0;a0;:::;an 2 B(V

0
p0) secciones que cumplen (4.17).

Es claro entonces que (4.17) implica en particular que

hV 0p0\���\V
0
pn
(�p0;a0;:::;an jV 0p0;:::;pn ) = !(a0; : : : an)jV 0p0;:::;pn ;

como queríamos ver.
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Teorema 4.2.9 Sea 0 ! A
i! B

h! D ! 0 una secuencia exacta de
sheaves. Entonces existen homomor�smos conexión

�n : Hn(X;D)! Hn+1(X;A);

y una secuencia exacta larga para H

! Hn(X;B)
Hnh! Hn(X;D)

�n! Hn+1(X;A)
Hn+1i! Hn+1(X;B) !

(4.18)

Prueba. Por la discusión anterior, sabemos que la secuencia (4.13) es exacta,
y que existen isomor�smos (4.16) �n : eHn(X;D) ! Hn(X;D); para cada
n � 0: De�namos �n = e�n � (�n)�1. Claramente el diagrama

Hn(X;B)
Hnh! eHn(X;D)

e�n! Hn+1(X;A)
Hn+1i! Hn+1(X;B)

# IdHn(X;B) # �n # IdHn+1(X;A) # IdHn+1(X;B)
Hn(X;B)

Hnh! Hn(X;D)
�n�! Hn+1(X;A)

Hn+1i! Hn+1(X;B)
(4.19)

conmuta, y como la primera �la es exacta (ya que es precisamente la se-
cuencia (4.13)), la segunda también lo es, es decir, (4.18) es exacta, como
queríamos demostrar.

Consideremos ahora un mor�smo (a; b; c) entre dos secuencias exactas
cortas

0! A
i! B

h! D ! 0
a # b # d #

0! A0
i0! B0

h0! D0 ! 0

Para cada cubrimiento abierto U , este diagrama induce un diagrama con-
mutativo

0! C�(U ; A)
c�U (i)! C�(U ; B)

c�U (h)! eC�(U ; D)! 0
c�U (a) # c�U (b) # ec�U (d) #

0! C�(U ; A0)
c�U (i

0)
! C�(U ; B0)

c�U (h)! eC�(U ; D0)! 0

(4.20)

Aplicando nuevamente el lema ?? y pasando al límite, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:

Hn(X;B)
cn(h)! eHn(X;D)

e�n! Hn+1(X;A)
Hn+1i! Hn+1(X;B)

# Hnb # cn(d) # Hn+1a # Hn+1b

Hn(X;B0)
cn(h0)! eHn(X;D

0)
e�0n! Hn+1(X;A0)

Hn+1i0! Hn+1(X;B0)
(4.21)
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donde hemos denotado a l��m�!U2Cubr(X)Hn( eC�(U ; D0)) por eHn(X;D
0), y donde

�0n = e�0n(� 0n)�1; �n = e�n(�n)�1 y � 0n es el isomor�smo
� 0n : eHn(X;D

0)! Hn(X;D0):

Ahora, de la conmutatividad de (4.20), y como �� y � 0� son inclusiones,
se sigue fácilmente que el diagrama

eC�(U ; D) ��! C�(U ; D)
c�(d) # # c�(d)eC�(U ; D0)

� 0�! C�(U ; D0)

es conmutativo. Tomando homología y pasando al límite se obtiene la con-
mutatividad del diagrama:

eHn(X;D)
�n! Hn(X;D)

cn(d) # # HndeHn(X;D
0)

� 0n! Hn(X;D0)

es decir, (Hnd)�n = (� 0n)cn(d). La conmutatividad del cuadrado central de
(4.21) nos dice que e�0ncn(d) = Hn+1ae�n; y como �0n = e�0n(� 0n)�1 y �n =e�n(�n)�1, vemos que �0n(� 0n)cn(d) = (Hn+1a)�n�n: Pero el lado izquierdo de
esta igualdad es igual a �0n(Hnd)(�n) de cual se deduce que (Hn+1a)e�n =
(Hn+1a)�n�n; o en otras palabras, que el diagrama

Hn(X;D)
�n! Hn+1(X;A)

# Hnd # Hn+1a
Hn(X;D0)

�0n! Hn+1(X;A0)

es conmutativo. Esto demuestra que H = fHn(X;�)gn�0 es un �-functor.
Finalmente, la proposición 4.2.1 muestra que H0(U ; F ) ' F (X). Toman-

do el límite directo obtenemos

H0(X;F ) = l��m�!U2CubrH
0(U ; F ) ' F (X);

y es fácil ver que este es un isomor�smo functorial entre H0(X;�) y �.

Ejercicio 4.2.10 Demuestre que H0(X;�) y �(�) son isomorfos como func-
tores.
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4.2.2. Cálculo de la cohomología

De�nición 4.2.11 Un cubrimiento abierto U = fU�ga2A de un espacio
topológico X se llama un cubrimiento de Leray para una sheaf F en X, si
Hk(Ua0;:::;an ; F ) = 0; para todo n � 0 y k > 0:

Teorema 4.2.12 Si U es un cubrimiento de Leray para un espacio para-
compacto X; la cohomología de Cech Hn(X;F ) puede computarse como
Hn(U ; F ):
Prueba. Ver C. Cadavid y Vélez J., Topología y geometría diferenciales en
el lenguaje de sheaves 2005, página 304.



Capítulo 5

Teorema de Riemann-Roch

5.1. Formas diferenciales

Sea X una super�cie de Riemann, y sea A = f(U�; z�)g�2A un atlas
para X: Cada z� puede verse como una función a R2 que denotaremos
z� = (x�; y�): Es claro que, como cada h�� = z� � (z�)�1 es holomorfa,
es en particular una función suave (de tipo C1) y en consecuencia X es
una variedad dos dimensional. Más aún, las ecuaciones de Cauchy-Riemann
implican que el jacobiano de h�� es, en cada punto, una matriz de la forma

J =

�
a �b
b a

�
, y por consiguiente det J = a2 + b2 > 0 (J es claramente no

nulo, ya que h�� es localmente invertible). De aquí se sigue que X es una 2
variedad orientable.

Denotemos por tp(X) al tangente deX en p 2 X: Sean (x; y) coordenadas
locales alrededor del punto p: Una base para este espacio está dada por
Bx;y = f@=@x; @=@yg; donde @=@x y @=@y denotan los operadores derivación
parcial en p 2 X. Sea Tp(X) = C
 tp(X) la complexi�cación de este espacio
en p: Ademas de la base C
 Bx;y este espacio posee otra base distinguida,
Bz;z = f@=@z; @=@zg, donde estos dos operadores se de�nen como @=@z =
1=2(@=@x � i@=@y) y @=@z = 1=2(@=@x + i@=@y): El espacio vectorial dual
T �p (X) tiene en consecuencia dos bases distinguidas B

�
x;y = fdx; dyg y B�z;z =

fdz; dzg: Y el producto exterior ^2T �p (X); bases fdx ^ dyg, fdz; dzg:

Observación 5.1.1 1. Un computo simple muestra que una función de�ni-
da en un abierto U � X; f : U �! C es holomorfa en U sii @f=@z = 0
en U; ya que esta ecuación no es otra cosa que una forma compacta
de escribir las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

69
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2. Es inmediato veri�car que dz = dx+ idy y dz = dx� idy:

De�nición 5.1.2 Una r-forma (r = 0; 1; 2) en un abierto U � X es una
función

! : U �! [p2U ^r T �p (X)

a la unión disjunta de los espacios ^rT �p (X), con p 2 U; tal que:

1. !(p) 2 ^rT �p (X)

2. Para cada p 2 U existe un entorno Up � U; coordenadas locales (x; y)
de�nidas en Up y funciones suaves f; g; h tales que ! = fdx+ gdy en
Up; (si r = 1), y ! = hdx ^ dy en Up; si r = 2:

Si para cada U denotamos las r-formas en U por Ar(U), entonces, con
la restricción usual de funciones, fE; ��g es una sheaf de espacios vectoriales
complejos, que llamaremos la sheaf de diferenciales en X.

Por de�nición, A0 es precisamente la sheaf de funciones suaves de�nida
en el ejemplo 3.0.26.

Notemos que cada ! 2 Ar(U) también puede escribirse localmente como
! = f1dz+g1dz, si r = 1; (respectivamente ! = h1dz^dz; si r = 2): El claro
que el suconjunto A1;0(U) de todas las 1-formas en U que admiten localmente
la escritura ! = f1dz es un subespacio vectorial de A1(U); y en consecuencia
fA1;0; ��g es una subsheaf de A1: En forma similar, A0;1(U), el conjunto de
1-formas que localmente puede escribirse como ! = g1dz; es un subespacio
de A1(U), y es evidente que A1(U) = A1;0(U)+A0;1(U): Además, esta suma
es directa: si localmente ! = fdz = gdz entonces f(p) dzjp�g(p) dzjp = 0 en
T �p (X). Pero dzjp y dzjp son linealmente independientes. Por tanto f(p) =
g(p) = 0; localmente para todo p. Luego ! = 0:

Por otro lado, el suconjunto de todas las 1-formas de A1;0(U) que se
pueden escribir localmente como ! = fdz con f holomorfa, es a su vez un
subespacio vectorial, que denotaremos por 
(U): Con la restriccíon usual,
f
; �g es una sheaf en X, llamada la sheaf de diferenciales holomorfos.

5.1.1. Derivada exterior de una forma

Sea X una 2-variedad. Entonces existe una única colección fdr : ArX !
Ar+1X gr=0;1 de mor�smos de sheaves (de espacios vectoriales) que satisface
las siguientes propiedades:

1. En cada abierto U � X; d0U : A0(U) �! A1(U) se de�ne como el
operador que envía cada función suave f 2 A0(U) en el 1-diferencial
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localmente dado por d0Uf = @f=@xdx+@f=@ydy, o en la base fdz; dzg;
dado por d0Uf = @f=@zdz + @f=@zdz.

2. Para cada abierto U , drU (! + �) = drU! + d
r
U�; donde !; � 2 ArX (U) :

3. Para cada abierto U , r; s � 0, ! 2 ArX (U) y � 2 AsX (U) d
r+s
U (! ^ �) =

drU! ^ � + (�1)
r ! ^ dsU�:

4. Para cada abierto U , (dr+1U � drU )(!) = 0; para todo ! 2 ArX (U) y
r � 0:

Se puede demostrar que en cada abierto U � X; d1U : A
1(U) �! A2(U)

envía cada ! 2 A1(U); localmente dada por ! = fdx + gdy; en la 2-forma
de�nida localmente como

d1U! = (@f=@xdx+ @f=@ydy) ^ dx+ (@g=@xdx+ @g=@ydy) ^ dy
= (@g=@x� @f=@y)dx ^ dy:

En la base fdz; dzg, d1U! = (@g1=@z � @f1=@z)dz ^ dz, si ! = f1dz + g1dz:

El lector puede consultar la demostración de este teorema en (C. Cadavid
y Vélez J., Topología y geometría diferenciales en el lenguaje de sheaves
2005, Capítulo 4).

Notemos que el operador

d0U : A
0(U) �! A1(U) = A1;0(U)�A0;1(U)

es la suma de los operadores d1;0U ; d0;1U de�nidos localmente por

d1;0U (f) = @f=@zdzyd0;1U (f) = @f=@zdz;

y que el kernel de d0;1U es precisamente O(U); ya que f es holomorfa sii
@f=@z = 0: En forma similar, si ! = f1dz 2 A1;0(U); entonces d1U! =
(�@f1=@z)dz ^ dz = 0 sii f1 2 O(U) y por tanto el kernel de d1U

��
A1;0(U)

=


(U):

Proposición 5.1.3 Las siguientes secuencias de sheaves son exactas:

1. 0 �! O ,! A0
d0;1�! A0;1 �! 0

2. 0 �! 
 ,! A1;0
d1j

A1;0�! A2 �! 0
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Prueba. Del párrafo anterior se sigue la exactitud, excepto por la sobreyec-
tividad. Pero la sobreyectividad de d1;0 y d1

��
A1;0

es una cuestión local en
cada punto p 2 X: Tomando coordenadas locales (U; z) alrededor de p; tales
que z(p) = 0 y z(U) = D; es disco abierto unitario, el problema de la so-
breyectividad de la secuencia 1 se reduce a demostrar que dada una formaefdz en D existe h suave en D tal que @h=@z = ef . Para la secuencia 2, hay
que demostrar que si egdz^dz 2 A2(D), existe hdz con h suave en D, tal que
(�@h=@z)dz^dz = egdz^dz; es decir, que @h=@z = �eg: Ambas a�rmaciones
se siguen del llamado Lema de Dolbeault.

Lema 5.1.4 (Dolbeault) Si f es suave en el disco unitario abierto D;
existe g suave en D tal que @g=@z = f:

Prueba. Ver Otto Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Springer-Verlag,
GTM 81, página105.

Observación 5.1.5 Si f(U�; z�) : � 2 Ag es un atlas para X, dar una
sección de la sheaf H0(X;
) en X equivale a dar una colección ff�dz�g con
f� 2 O(U�) (f� holomorfa en U�) tales que en cada U� \U� 6= ? se cumple
que f�dz� = f�dz

�: Como dz� = @z�=@z�dz� entonces debe cumplirse que
f� = f�@z

�=@z� en U� \ U�:

Ejemplo 5.1.6 Calculemos H0(P1;
): Sabemos que P1 puede cubrirse con
dos cartas (U0; z0) y (U1; z1) tales que en U0 \ U1 se cumple que z1 = 1=z0:
Sea ! 2 H0(P1;
): Localmente ! = fdz0; con f 2 O(U0) y ! = gdz1; con
g 2 O(U1): En U0 \ U1 se tiene que

gdz1 = g@z1=@z0dz0 =
�1
(z0)2

g = fdz0

De aquí se sigue entonces que �1=(z0)2g = f en U0\U1: Sean ef = f �(z0)�1
y eg = g � (z1)�1: Ahora, z0(U0 \ U1) = C� y por tanto, para cada z 6= 0 en
C se tiene que �1=(z2)eg(1=z) = ef(z); con ef y eg holomorfas en C: Pero esto
fuerza necesariamente a que eg, y por tanto ef; sean las funciones constantes
0.

En conclusión H0(P1;
) = (0):

Ejemplo 5.1.7 Sea X = C=�, el toro de�nido mediante la latiz estándar
� = Z1�Zi; y sea � : C �! C=� la proyección canónica. Sean U1; U2; U3; U4
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los cuadrados de lado 1 y centro 1+i=2; 1=2+i=2; i=2 y 1=2; respectivamente:

Estos cuadrados cubren al cuadrado unitario [0; 1]� [0; 1] y por tanto Vi =
�(Ui); i = 1; 2; 3; 4 es un cubrimieto abierto de X. De�namos coordenadas
zi : Vi �! C dadas por zi = z � ��1, donde z es la coordenada estándar
del plano complejo. Vemos inmediatamente que z1 = z2; z3 = z1 � 1; z4 =
z1; z4 = z2 � i en cada una de las intersecciones V1 \ V2; V1 \ V3; V1 \
V4; V2 \ V4: De aquí que dzi=dzj = 1 en cada intersección. Dar una 1-forma
equivale entonces a dar una colección fidzi, con fi 2 O(Vi) tales que fi = fj
restringidas a Vi \ Vj , es decir, las f� de�nen una función holomorfa global
en X y por tanto ha de ser una constante. Luego H0(X;
) = C:

Ejemplo 5.1.8 Computemos la cohomología H1(P 1;
): En este caso el
complejo de Cech para el cubrimiento U0; U1 está dado por

0 �! 
(U0)� 
(U1)
d�! 
(U01) �! 0

donde U01 = U0 \ U1 y d(!0; !1) = !1jU01 � !0jU01 ; para 1-formas !0 =
f0dz

0; !1 = f1dz
1 en 
(U0) y 
(U1), respectivamente. Así que

d(!0; !1) = f1dz
1 � f0dz0 =

�
�1
(z0)2

f1 � f0
�
dz0 (5.1)

restringido a U01: Sean efi tales que fi = efi �zi: Como fi 2 O(Ui), y zi(Ui) =
C; entonces efi es holomofa en C: Sea ef0 = 1P

n=0
anz

n y ef1 = 1P
n=0

bnz
n Luego

en U0 podemos escribir f0 =
1P
n=0

an(z
0)n; y en U1 f1 =

1P
n=0

bn(z
1)n: En U01



74 CAPÍTULO 5. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

se tiene que f1 =
1P
n=0

bn(1=z
0)n y por tanto la función en paréntesis en (5.1)

tiene la forma
�1
(z0)2

1P
n=0

bn(1=z
0)n �

1P
n=0

an(z
0)n

En consecuencia la imagen de d en 
(U01) consiste de todas las funciones

holomorfas en U01 cuyo desarrollo en serie tiene la forma
1P

n6=�1
cn(z

0)n (sin

término 1=z0) de lo cual se sigue que 
(U01)=im(d) ' C1=z: Es decir,
H1(P 1;
) ' C:

Ejemplo 5.1.9 Si Cp es la sheaf rascacielos en p 2 X, H0(X;Cp) = C:
Por otro lado, si fU�g�2A es un cubrimiento de para X, podemos tomar un
re�namiento U 0 = fU 0�g�2A tal que sólo uno de los abiertos V� contenga a
p 2 X : basta �jar U�0 , un abierto cualquiera que contenga a p, y hacer
U 0� = U� � fpg; � 6= �0: Claramente C1(U 0; Cp) = Cp(U�0 \U�0) y la unica
componente de d1� no nula es

d1�(�0; �0; �0) = �(�0; �0)� �(�0; �0) + �(�0; �0) = �(�0; �0):

Luego � 2 Ker(d1) sii �(�0; �0) = 0; y por tanto H1(X;Cp) = (0):

5.2. Divisores

De�nición 5.2.1 Sea X una super�cie de Riemann compacta. Un divisor
en X es una función D : X �! Z tal que D(p) 6= 0 solo para �nitos p 2 X:
Un divisor puede verse como una suma formal de la forma D =

P
npp; con

p 2 X y np = D(p). A la suma
P
np se le llama el grado del divisor y

se denotará por grad(D): Se dice que D � 0 si en cada p 2 X se da que
D(p) � 0: En forma análoga se de�ne D > 0 y D � D0; si D(p) > 0, para
todo p 2 X y D(p) � D0(p); para todo p 2 X: La suma de D y D0 se de�ne
en forma natural como la suma de funciones: (D +D0)(p) = D(p) +D0(p):
Con esta suma, el conjunto de divisores Div(X) forma un grupo abeliano.

Sea f una función meromorfa en X distinta de cero. El divisor de f
en X se de�ne de la siguiente manera: para cada punto p 2 X tomemos
coordenadas locales alrededor de p, (Up; z), tales que z(p) = 0: En estas
coordenadas f puede escribirse como f =

P
n�n0

anz
n; con n0 6= 0: El orden

de f en p, que denotaremos por ordp(f); se de�ne como n0. Si n0 > 0; p se
denomina un cero de f de orden n0. Y si n0 < 0; p se denomina un polo de
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orden �n0: El divisor asociado a f se de�ne como div(f) =
P
p2X

ordp(f)p:

Notemos que esta suma es �nita, ya que el número de ceros y polos de f es
�nito. Si f es la función cero, se de�ne div(f)(p) = +1, para todo p 2 X:

Como vimos en la proposición 1.1.12, toda función meromorfa f en X
puede verse como una función holomorfa f : X �! P1 a la esfera de Rie-
mann. Por el teorema fundamental, la �bra sobre 0 = [1; 0] y sobre1 = [0; 1]
consiste de n = grad(f) preimágenes, contadas con multiplicidad. Pero cada
punto en la preimagen de 0 corresponde a un cero de f , contado con su
multiplicidad, y similarmente con cada punto en la �bra f�1(1). De aquí
que grad(div(f)) = n� n� 0:

De�nición 5.2.2 Una 1-forma meromorfa en un abierto U � X es una
función

! : U �! [p2U ^r T �p (X)

a la unión disjunta de los espacios ^rT �p (X), con p 2 U; tal que:

1. !(p) 2 ^rT �p (X)

2. Para cada p 2 U existe un entorno Up � U; coordenadas locales (z; Up)
y una función meromorfa f de�nida en Up; tal que ! = fdz:

Es claro que la presheaf U 7�! M1(U), con la restricción usual de fun-
ciones, es una sheaf, llamada la sheaf de diferenciales meromorfos, que de-
notaremos por M1:

Observación 5.2.3 Si f(U�; z�) : � 2 Ag es un atlas para X, dar una
sección de la sheaf H0(X;M1) en X equivale a dar una colección ff�dz�g
con f� 2 M(U�) (f� meromorfa en U�) tales que en cada U� \ U� 6= ?
se cumple que f�dz� = f�dz

�: Como dz� = @z�=@z�dz� entonces debe
cumplirse que f� = f�@z

�=@z� en U� \ U�:

Sea ! 2M1(X): Para cada punto p 2 X escojamos (U; z�) coordenadas
alrededor de p; en las cuales ! = f�dz

�, para cierta función meromorfa
f� 2 M(U): Denotemos por ordp(!) al orden de f� en p: Si (U; z�) son
coordenadas en U en las cuales ! = f�dz

� , entonces f� = f�(dz
�=dz�) en

U , y como (dz�=dz�)(dz�=dz�) = 1 en U , se tiene que dz�=dz� 6= 0 en
todo punto de U , y en consecuencia se da que ordp(f�) = ordp(f�) y en
consecuencia ordp(!) está bien de�nido.
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De�nición 5.2.4 Sea D un divisor en una super�cie de Riemann X. Para
cada abierto U , seaOX(D)(U) el conjunto de todas las funciones meromorfas
f en U tales que div(f)(p) +D(p) � 0; para todo p 2 U: Con la restricción
usual de funciones OX(D) es una sheaf, llamada la sheaf asociada al divisor
D:

Notemos que f 2 OX(D)(U) si para cada punto p 2 U conD(p) = n � 0,
la función f tiene en p un polo de orden a lo sumo n: Si n < 0, f debe tener
un cero de orden por lo menos n: Por ejemplo, si U = X; y D = 0, entonces
OX(D)(X) = O(X):

Si el grado de D es negativo, determinemos las secciones globales de
OX(D)(X): si div(f)(p)+D(p) � 0, para todo p 2 X, entonces

P
div(f)(p)+P

D(p) � 0: Pero si f 6= 0 se sigue que
P
div(f)(p) = 0 y esto implicaría que

grad(D) � 0, lo cual es absurdo. Vemos entonces que H0(X;OX(D)) = (0):

5.3. Teorema de Riemann-Roch

Sea p 2 X un punto. Denotemos por P al divisor de�nido como P (q) = 1
si y śolo si q = p: Si D es un divisor en X, entonces OX(D)(U) � OX(D +
P )(U): si div(f) + D � 0 entonces obviamente div(f) + D + P � 0: Sean
(U0; z) coordenadas locales alrededor de p tales que z(p) = 0: Sea U un
abierto arbitrario de X que contiene a p. Si f 2 OX(D+P )(U) y D(p) = n0,
entonces ordp(f) + n0 + 1 � 0 y por tanto f puede escribirse como

f = c�(n0+1)z
�(n0+1) + términos en z de grado mayor.

Si Cp es la sheaf rascacielos en p; de�namos �U : OX(D+P )(U) �! Cp(U)
como la función cero, si p =2 U y como �U (f) = c�(n0+1); si p 2 U: Entonces
la secuencia

0 �! OX(D)
i�! OX(D + P )

��! Cp �! 0

es exacta, donde i denota la inclusión. La exactitud de los stalks en cualquier
q 6= p es clara, ya que (Cp)q = (0) y OX(D)q = OX(D + P )q, ya que en
un entorno abierto V de q su�cientemente pequenno que no contenga a p
OX(D)(V ) = OX(D+P )(V ): Por otro lado, la exactitud en p se sigue en el
punto medio de la secuencia, ya que si fp = c�(n0+1)z

�(n0+1)+ cn0z
�n0+ � � �

entonces �p(fp) = c�(n0+1) = 0 sii fp 2 OX(D)p. La sobreyectividad de �p
es clara. De la secuencia exacta de cohomología, y del ejemplo 5.1.9 se sigue
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que

0 �! H0(X;OX(D)) �! H0(X;OX(D + P ))
��! C �! (sq)

�! H1(X;OX(D)) �! H1(X;OX(D + P )) �! 0

es exacta.

De�nición 5.3.1 Sea X una super�cie de Riemann compacta. A la dimen-
sión del espacio vectorial H1(X;O) se le denomina el genus (género) de X.

Es un teorema no trivial demostrar que g = dimCH
1(X;O) es �nita

(Ver Otto Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Springer-Verlag, GTM,
página 115).

Teorema 5.3.2 (Riemann-Roch) Sea D un divisor en una super�cie de
Riemann compacta de genus g: Entonces H0(X;OX(D)) y H1(X;OX(D))
son espacios vectoriales de dimensión �nita y se cumple que

dimH0(X;OX(D))� dimH1(X;OX(D)) = 1� g + grad(D)

Prueba. Veamos primero que el teorema es cierto para D = 0: En este
caso OX(D) = O y H0(X;OX(D)) = O(X) = C y dimH1(X;O) = g y la
f́ormula se satisface trivialmente.

Sea P el divisor de un punto p 2 X: Veamos que el teorema (RR) se
satisface para D sii se satisface para D + P: La secuencia (??) se puede
partir en dos secuencias

0 �! H0(X;OX(D)) �! H0(X;OX(D + P )) �! im(�) �! 0 ((1))

0 �! C=im(�) �! H1(X;OX(D)) �! H1(X;OX(D + P )) �! 0 ((2))

Si RR es cierto para D entonces H0(X;OX(D)) y H1(X;OX(D)) son
espacios de dimensión �nita. Como dim im(�) + dim(C=im(�)) = 1, de la
secuencia (1) se ve que

dimH0(X;OX(D + P )) = dimH0(X;OX(D)) + dim im(�)

Y de la (2) se ve que

dimH1(X;OX(D + P )) = dimH1(X;OX(D))� dim(C=im(�))
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Luego estos dos espacios son �nito dimensionales y obviamente

dimH0(X;OX(D + P ))� dimH1(X;OX(D + P )
= dimH0(X;OX(D)) + dim im(�)� dimH1(X;OX(D)) + dim(C=im(�))
= dimH0(X;OX(D))� dimH1(X;OX(D)) + 1
= 1� g + grad(D) + 1 = 1� g + grad(D + P ):

Un argumento similar demuestra que si RR es cierto para D+P también
lo es para D:
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