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Introduccion

El propésito de estas notas es recopliar en una pocas paginas el material
bésico para un primer curso de superficies de Riemann. El objetivo principal
es demostrar el Teorema de Riemann-Roch y dar algunas aplicaciones.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

En esta seccién definiremos los objetos de estudio, las superficies de
Riemann, y estudiaremos sus propiedades méds bdsicas.

1.1. Superficies de Riemann (ejemplos)

Definicién 1.1.1 Una superficie de Riemann X es un espacio Hausdorff,
conexo segundo contable dotado de una estructura holomorfa, lo cual sig-
nifica que para cada punto p € X existe un abierto U, y un homeomorfismo
a un abierto del plano 2z : U, — V C C tal que si 2%, 2% son dos de es-
tos homeomorfismos se cumple que la funcién de cambio de coordenadas
2% 0 (2%)71 es una funcién holomorfa en su dominio. A cada (U, 2%) se le
llama un sistema de coordenadas locales alrededor del punto p o una carta
alrededor de p. Al conjunto de todas las cartas A = {(Uy,2%)}aca se le
denomina un atlas para X.

Observacién 1.1.2 Si se compone cada z® con una traslaciéon adecuada,
cada carta puede tomarse de tal forma que z%(p) = 0. M4s atin, pude supon-
erse que V = D, el disco abierto unitario, ya que para ello basta reemplazar
a (Uy, 2%) por la carta (U, z%) donde U/, = (2*)~1(D).

Ejemplo 1.1.3 Todo abierto U del plano es una superficie de Riemann con
la carta trivial (U, z) donde z es la funcién identidad.

Ejemplo 1.1.4 Sea S? = {(z,y,2) : 22 + 4% + 22 = 1} C R3, la esfera 2
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dimensional, con la topologia que hereda de R3

AN

Proyeccion estereografica

y sean py = (0,0,1) y ps = (0,0, —1) los puntos norte y sur. Definamos
20 52— {pn} — C laproyeccién estereografica desde el norte, de la siguiente
manera: tracemos una recta [ desde el punto py a C , la cual corta la esfera
en un unico punto (z,y, z). Parametrizando a [ se obtiene la ecuacién:

1(t) =(0,0,1) + t((x,y,2) — (0,0,1)) = (tz,ty,1 +t —tz), para 0 <t < 1.

Queremos computar la interseccion de [ con C, lo que equivale a encontrar
t tal que (tx,ty,1+t—tz) = (u,v,0). Despejando el parametro ¢ se obtiene
t=1/(1 - z). Por tanto

T Y ) = T+ 1y
1-2)(1-2)7 (1-2)
Similarmente, si tomamos la proyeccion estereografica desde el sur, seguida

de la operacién conjugacién, se obtiene una funcién z! : S? — {pg} — C,
definida como

2Hx,y,2) = (¢/(1 = 2), —y/(1 = 2)) = (z —iy) /(1 - 2)

Afirmacion:

Dz, y, 2) =
(z,y, 2) ((
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1) 8?2 = Uy U Uy, donde Uy = S? — {py} y U1 = S? — {ps}

2) 2Y: Uy — Cy 2! : Uy — C son homeomorfismos.

3) La funcion de cambio de coordenadas, 2! o (2°)7!, viene dada por
Lo (297 1(2) =1/z Vz € C - {0}.

Para verificar (3) computemos primero a z° : C — S? — {pn}, como
sigue: tracemos de nuevo una recta de C a py y parametricemos dicha recta
de la siguiente manera:

p(t) =(0,0,1) + t((x,y,0) — (0,0,1)) = (tz,ty,1 —t), 0 <t < 1.

Dado que la recta corta la esfera en un tnico punto (x,y,z) se tiene que
(tx)? + (ty)? + (1 —t)? = 1. Despejando t obtenemos que t = 2/(x* +y?+1),
y reemplazando t en p(t), se tiene que

()M, y) = 22/ (@® +y7+1), 29/ (2% +y° +1), (2 +97 = 1) /(2® +4° +1)).
St hacemos z = x + iy la expresion anterior se puede cambiar por:

247z -z |22-1

zo _1z =
()7) (1212+1’i(yz\2+1)’1z12+1

)

Un computo sencillo muestra que
(220 (=) N(2) = (210 (") N(2) = 1/2, ¥z € C - {0}.

Definamos ahora la nocién de funcién holomorfa en una superficie de Rie-
mann.

Definicién 1.1.5 Sea X una superficie de Riemanny f: W C X — C una
funcién definida en un abierto de W de X. Entonces f se llama holomorfa en
W si para cada punto p € W existen coordenadas alrededor de p, z* : U, —
V C C tales que fo (2*)~!: 2%(W NU,) — C es una funcion holomorfa.

Observacién 1.1.6 Esta definicion no depende de las coordenadas (Uy, %)
escogidas, ya que si (Ug, 2B ) es otra escogencia de coordenadas se tiene que

fo(#) ™ =fo(z) " oz0 (F)

y 2% 0 (2%)7! es holomorfa en 2°(W N U, N Us). De aqui que f o (z7)71
también sea holomorfa.

Proposicién 1.1.7 Si f : S? — C es holomorfa entonces f es constante.



4 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Prueba. Como f es holomorfa se cumple que f o (z°)~! es holomorfa en C.
Por otro lado, py = (0,0,1) € Uy, y como f también es holomorfa en Uy, se
tiene que f o (z!)~! es holomorfa en C. Ademsés,

(fo(z)™) = (fo (") ozl () TH(2) = (Fo (") )(1/2). (1.1)
Como fo(2%)~! es analitica, en cualquier entorno del cero tiene un desarrollo
en series de potencia:

o0
fo(z) = Z anz",
n=0

con radio de convergencia co. De se sigue que (2%)71)(1/2) tambien es
analitica alrededor del origen. Pero
= a

(fo () /=%
n=0
lo cual fuerza a que a,, = 0 si n > 0 (si alguno de los coeficientes a,, fuera
distinto de 0, para n > 0, entonces el origen serfa o bien un polo de esta
funcién o una singularidad esencial. Como ninguno de estos dos casos ocurre,
ya que fo (2°)7! es analitica, se sigue que a,, = 0, Vn > 0) y por tanto f es
constante. |

Definicién 1.1.8 Sea X una superficie de Riemann. Una funcion f : X —
C se llama meromorfa si existe un conjunto cerrado A de puntos aislados
de X (es decir, para cada p; € A existe r; > 0 tal que D(p;,mi) N A= {p;})
tal que:

i) f: (X —A) — C es holomorfa.

it) Cada p; € A es un polo de f, es decir, f es holomorfa en cada disco
perforado (sin su centro) D*(p;,ri) y Limy—y, | f(p)| = oc.

Proposicién 1.1.9 Sea f : S? — C una funcion meromorfa con un inico
polo en py, es decir, A = {pn}. Entonces f o (2°)~! es un polinomio, y por
tanto para todo p # pn se tiene que f(p) = ag + a12°(p) + -+ + a,2°(p)",
con ap € C.

Prueba. Como f o (2°)7! es holomorfa en C se tiene que f o (20)~! =
Yoo o anz™, con radio de convergencia infinito. Ahora, py = (0,0,1) es un
polo de f si y solo si 0 es un polo de fo(z!)~! (recordemos que z!(py) = 0).
Asi, que

oo an

(fo(z) ™) = (fo (") o (%o () ) () = (fo (") H(1/2) = ) -

on
n=0

(1.2)
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Como 0 es un polo de esta funcién, esta tltima suma es finita y por tanto la
sumatoria es finita de lo cual se sigue que (f o (20)71)(2) = 3°2% ; an2™
es un polinomio, o en forma equivalente, que f(p) = 2 a,(2°(p))", para
todop #pn. B

Proposicién 1.1.10 Sea f : S? — C una funcion meromorfa y denotemos
por A al conjunto de sus polos. Entonces fo(2°)~1 y fo(z1)™1 son funciones
racionales.

Prueba. Notemos primero que el conjunto A tiene que ser finito, pues en
caso contrario f tendria un punto de acumulacién que estaria en A (por
definicién A es un conjunto cerrado), y este punto no seria aislado. Sea
A = {p1,...,pn}, el conjunto de polos de f que estén en Uy y denotemos
por a; = 2°(p1), az = 2°(p2), ..., a, = 2°(p;), a las imdgenes de los p; en C.
Claramente cada a; es un polo de f o (2°)~1. Si n; es el orden del polo a; se
tiene que (z —a;)™ (fo(2°)!) es holomorfa alrededor de a;. Vemos entonces
que Q(z)(fo(2°)71), donde Q(z) = (2 —a1)™ --- (2 — a,)™ es holomorfa en
C. Luego (Qo2%) f es holomorfa en S? — {py}. Ahora, el punto py puede ser
un polo de f, o en caso contrario, un punto alrededor del cual f es acotada.
En cualquiera de estos dos casos, de la proposicién anterior se sigue que
Q(2)(f o (2°)71)(2) = P(z), donde P(z) es un polinomio (que es constante
si py no es un polo). Asi que

(f o (z°)™)(2) = P(2)/Q()
Finalmente,
fo() t=(fo(z") oo (zh))
=P(1/2)/Q(1/z)
que obviamente también es una funcién racional. m

Definicién 1.1.11 Si X y Y son superficies de Riemann, un morfismo o
funcién holomorfa entre X y Y es una funcién f : X — Y tal que para cada
p € Xy f(p) €Y existen coordenadas locales (Up 2) y (Vy(),w) tales que
J(Up) C Vi) y wo foz"t es holomorfa en Up.

Veamos que definir una funcién meroforma en X es equivalente a definir
un morfismo a S2.

Proposicién 1.1.12 Sea X una superficie de Riemann, f : X — C una
funcion meromorfa y denotemos por A al conjunto de polos de f. Definamos
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F: X — 82 como F(p) = (%)L o £)(p), si p no es polo de f y como
F(a) = pn, sia € A, donde (2°,Uy), (2%, Uy) son las cartas de S? del ejemplo
[I.1-3 y pn y ps los polos norte y sur. Entonces F es un morfismo entre
X y S?. Reciprocamente, si F' es una funcion holomorfa a S? y definimos
A={peX:F(p)=pn}yaflp)=("0F)(p),sip¢ A, entonces f es
meromorfa en X con polos en A.

Prueba. Queremos ver que si p € X existen entornos abiertos U, C X,
Vi C S? y coordenadas locales (U, ), (VF(p),zi), (1 = 0,1) tales que
F(Up) C Vi), con ¥ (p) =0, ZH(p) = 0y donde Up = ¢(Up), Vo = zi(Vf(p))
son entornos del cero en C, tales que 2% o F o1~! sea una funcion holomorfa

Up £ VF(p)‘
vl 1z

~ ziOFO¢71
Uo — Vo

Consideremos dos casos:

i) p ¢ A, en este caso F(p) = (2°)71(f(p)) € Uy y podemos tomar
(Up, 9) coordenadas locales tales que AN U, = ) (esto es posible ya que A
es cerrado y p ¢ A) y tal que ¥(p) = 0. Tomemos (U,) = Uo Y Vi) = Uo,
con coordenadas locales 20 : Uy — C. Ahora

ZOOFOIZJ_IZfO’[/}_l

y esta funcion es holomorfa, pues f lo es.

ii) p=a € A. Como Z = f~1(0) C X es un cerrado (f es continua) y
los puntos de A son aislados podemos encontrar un entorno abierto U, del
punto a € X tal que U, N A = {a} y U,NZ = . Esta dltima condicién
garantiza que F(q) € Uy, Vq € Uy, yaquesiq # a, F(q) = (2°)"*(f(q)) # ps
(si (29)71(f(p)) = ps se tendria que f(p) = 2°(ps) = 0, lo cual es absurdo)
y si p = a se tiene que F'(a) = py € Uy, y en consecuencia F(U,) C U;. Sea
Y : Uy — Uy, con 1)(a) = 0, coordenadas locales en U,. Queremos ver que
h = 2z' o Fo1~! es holomorfa en Uy.

IS
=
S
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Pero claramente

h@):{ 2o (2% tofoy™, siz#0

0,siz=0
1 .
_ W, S1 2 # 0
0, siz=0
Como
Lim,_o |h(z)| = Lim |- 0
S VXY O

vemos que h tiene una singularidad removible en z = 0, y como h(0) = 0,
vemos que h es holomorfa en Uy.
El reciproco se deja como ejercico para el lector. m

Corolario 1.1.13 De la proposicién anterior se sigue que todo morfismo
de S? en S? esta dado por una funcion racional. En forma precisa, si F :
S? — S? es un morfismo entonces

) (PEE)/QER)), s Q) £ 0
Fp) = { Py, 5 Q(0(p)) = 0

az+b
cz+d

Una transformacion de Moebius es una funcion de la forma con

det # 0.

b
d

a
C

az+b

Ejercicio 1.1.14 Sea T = una trasformacion de Moebius. Entonces

cz
T define una funcion de S? en S? de la siguiente manera:

(21 oT o020 sic=0Ap#pn
PN, sic=0Ap=pn
rp)={ (29 ToTo20, sic#0AL(p)+—d/ehp+py
PN, sic#ONZ0(p) = —d/cNp#pN
(:%)1(a/e), sic#0np=py
Demuestre que
1) T es un biholomorfismo
2) Todo biholomorfismo de S? esta dado por una transformacion T de
Moebius.

Veamos algunos ejemplos de superficies de Riemann.
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Ejemplo 1.1.15 La Linea Proyectiva Compleja es una superficie de Rie-
mann. En (C%)* = C x C — {(0,0)} definimos la relacién de equivalencia
(20,21) (20,21) si existe A # 0 en C tal que 2p = Azp y 21 = Az1. A la
clase de equivalencia de (zp, z1) se le denotara por [zg, z1] . Consideremos la
funcién natural

m:C? = {(0,0)} — (C*)*/” =g
definida como 7(zp, 21) = [20, 21], donde
P(%j = {[Zo,zl] 20 7é 0, 21 7é 0}.

Definimos una topologia en P! declarando V C P(é abierto si y solo si
7= 1(V) C (C?)* es abierto. Con esta topologia se verifica facilmente que:

i) m es continua

ii) P(é es un espacio Hausdorrff , segundo contable.

Por otro lado, consideremos las cartas 1. : 170 — Cy: U, — C donde

ﬁo = {[z0,21] : 20 # 0} C IP(IC, (71 = {[20,21] : 21 # 0} C IP’%;

y estas funciones estdn definidas como g ([20,21]) = 21/20 ¥y ¥1([20,21]) =
20/z1. Es fécil ver que Uy y U; son abiertos y que ¢y y 1 son homeomor-
fismos con inversas

Yo (2) = L2, v i(2) = [2 1]
respectivamente. sus funciones de transicién son
(g o n)(2) = 1/z y (1ot )(2) = 1/z.
Por tanto Pé es un superficie de Riemann.
Proposicién 1.1.16 ]P’(lC es isomorfa como superficie de Riemann a S2.

Prueba. Definamos una funcién h : IP’%: — S2 de la siguiente manera:

& Mar/ao), st ag,a1] € Uy
h([ao,al]) - { (Zl)_l(ao/a1), si [ao’al] e [71

donde (2°,Up), (z',U1) son las cartas estandar de S2.
1) h esta bien definida. Si [ag.a1] € Uy N Uy, entonces

(") (a1/a0) = (z")Mao/a1) <= (2" 0 (z°) M) (a1/a0) = ao/ar
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lo cual es cierto ya que (z' o (z)71)(w) = 1/w.
2) h es holomorfa. Sea p = [ag, a1] € Uy

Uo h Uo
o | | 2°
zoo o —-1
C oo C

entonces

(z°ohodgt)(z) = (2° o h)([L,2]) = /1 = 2.

Similamente si p = [ag, a1] € U, se tiene que

[71 ﬂ) Ul
(A |2t
2lohoy L

Ml C

(2 ohoyr)(z) = (' o h)([2,1]) = 2/1 = 2.

Veamos que h tiene una inversa y es holomorfa. Sea g : S? — P<1c definida

B [l,zo( )], sip € U
o0 ={ iy S,

como

g esta bien definida . Si p € Uy N Uy entonces [1, 2%(p)] = [21(p), 1] si y sélo
si existe un A # 0 en C tal que

AL 2°(p)] = [z (p), 1] <= A = z'(p)

A0 (p) = 1= 2'(p)2°(p) = 1 <= 2" (p) = 1/2°(p)

lo cual es cierto Vp € Uy N Uy. Se verifica facilmente que ¢ = A~ y que es
holomorfa. m

Ejemplo 1.1.17 (El toro). Sean wj y we numeros complejos linealmente
independientes sobre R y sea

A = {nw; + mwy : n,m € Z}

una reticula (o latiz). Definamos en C la sigiente relacién de equivalencia:
z"w <= z—w € A. El espacio cociente por esta relacion se denomina
el Toro definido por la latiz A | y se denotard por C/A. En C/A definimos
la topologfa cociente como la topologia més pequena que hace continua la
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proyeccion canénica 7 : C — C/A, es decir U C C/A es abierto sii 771(U) es
abierto en C. Es facil ver que con esta topologia C/A es un espacio topolégico
Hausdorff segundo contable. Por otro lado, se puede demostrar con facilidad
que existe § > 0 tal que |nwy + mws| > & para todo par de enteros m y n
distintos de cero. Por tanto, si a € C la restricciéon de 7 al disco abierto

Uy,={2€C:|z—al <§/2}

en C es un homeomorfismo al subconjunto abierto 7(U,) de C/A. Adema4s,
si m(Uy) N w(Up) # 0 entonces hay un unico nwi + mwe € A tal que
|nwy + mws +a — b| < §/2 y por consiguiente

(7lu,) ™ o Tl rm-1(a(y))  Ua N (w0 (Uy)) — Up

esta dado por la translacién de nwi + mws. De aqui que la coleccién de
todas las cartas ¢, = (7|y,) ! : 7(Uy) — U,, para a € C formen un atlas
holomorfo para C/A .

1.1.1. Acciones de grupos

Recordemos que una accion de un grupo G en un conjunto X es una
funcién p : G x X — X definida por u(g,z) = g - x la cual satisface las
siguientes propiedades:

1. 1-x==x
2. (g192) v =91 (92 @)

Si X es una superficie de Riemann y G C Aut(X, X) un subgrupo del
grupo de isomorfismos de X en X, GG actua sobre X en forma natural como

g-x=g(x), Ve € X

Observacién 1.1.18 Dar una accién de G sobre X es equivalente a dar un
homomorfismo de grupos p : G — B(X) donde B(X) ={p: X — X : ¢
es biyectiva} es el conjunto de la biyecciones de X en X, con la operacién
de composicién de funciones. Esto ya que si g : G x X — X es una accién
dada, definimos p(g) = ¢g4, donde ¢, : X — X es la biyeccion definida como
@g(z) = g-x (suinversa es ¢,-1). Reciprocamente, si p estd dada, u se define
como (g, ) = p(g)z.

Recordemos ademds que G define una relacién de equivalencia en X dada
por x1 z9 < dg € G tal que g-x1 = x2. A la clase de x se le denotara por
Z.
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Definicion 1.1.19 Una accién de un subgrupo G C Aut(X, X) se llama
buena si para cada punto z € X existe un entorno abierto U, tal que

g-U:Nh-U, =0,

si g # h, donde g - W denota el conjunto{g -z : € W}. Y se llama muy
buena si para cada punto z,y € X tales que y ¢ Orbitag(z) = {g-x : g € G}
existen entornos abiertos U, U, de = y y, respectivamente, tales que

g-UsNh-U,=0, Vg,h € G

Ejemplo 1.1.20 Sea X = C. Como se demuestra en un curso bdsico de
variable compleja, los isomorfismos de C' son las funciones lineales:

Aut(X) ={¢:C—C:¢(z) =az+b,a,b e C}.
Tomemos wy,we € C no nulos y linealmente independientes sobre R. Sea
G ={9gmn) : m,n € Z} C Aut(X)

el subgrupo de translaciones enteras a lo largo de w; y we. Es decir, cada
par (m,n) define el automorfismo g(m.n) : C — C dado por

Iimm)(2) = 2z + (maw1 + nws)
= (a1 +m)wy + (a2 + n)wo,
donde z = ajwy + asws, ag,as € R. Veamos que:
1. G es una accién buena. Si z = ajwy + asws, a1, as € R, definamos
U, ={z1: 21 = frw1 + Bowy con méax{|as — p1|,|aa — Ba|} < 1/2}.

y veamos que g(,n) - U. NU, = (). Basta demostrar lo anterior para
garantizar que la accién es buena, pues si 2’ € g-U,Nh-U, se tendrfa que
Y =g-xyz =h-y paraz,y €U, Entoncesy =h"1-2/ = (h71g)-x
lo cual implicaria que y € U,N(h~1g)-U, = ), absurdo. Pero si z; € U,
Y 9(mn) - 21 € Uz, se tendria que

(B1+m)wi + (B2 +n)wz € U,
lo cual equivale a afirmar que
méx{[ar — (B1 + m)[, |z — (B2 + n)[} < 1/2.
Si m # 0 se tiene que
1/2> |(a1 = B1) =m)[ > | |ea = B1| —m| > 1/2

pues m € Z, absurdo. Se argumenta en forma similar si n # 0.
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2. G define una muy buena accién. Para demostrarlo, notemos primero
que si z € C existe un unico punto z* en la misma 6rbita de z que
pertenece al dominio fundamental

P={weC:w=aw;+aws, 0<a; <1,0< ay <1}.

4V
4/
s

4

%]

k

yd

Latiz

Esto ya que si z = aywi+asws, m = mayor entero menor e igual que aq,
n = mayor entero menor e igual que as y z* = (a3 —m)wy + (ag —n)wa,
entonces es inmediato que 2* € Py que g(y, ) - 2% = 2.

Sean z y zo tales que zo ¢ Orbitag(z1) dos elementos en clases de
equivalencia diferentes bajo la accién de G' y escojamos entornos U,
y Uz, tales que U7, = {z*:12€U,}y Uz = {#* : z € U,,} tengan
interseccién vacia. Entonces

9(m,n) * UZ1 N 9k) - UZ2 = ®7 vQ(m,n)ag(l,k)a

ya que si 2 € gmn) - Uz N gk - Uz, se tendria que 2 = gy, - v1 Yy
Z = g(,k) V2, donde vy € Uy, y vg € Uy, y por tanto g(fl;c)g(m,n).vl = V9
lo cual implicarfa que v] = v3 y en consecuencia U ;T NnU ;5 # ), 1o cual
contradice nuestra hipdtesis.

Veamos entonces que en efecto es posible escoger U, y U, con U} N
1

*. = ().Distingamos varios casos:
2

i) Caso: si 27,25 € Interior(P) se ve inmediatamente que U y Ul
. 1 2
existen.
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ii) Caso: si 2§ = aw;, con 0 < a < 1y 25 € Interior(P), basta tomar
entornos de 27, 2] + wa y 25 que sean disjuntos. Se procede en forma
similar si 2§ = aws, con 0 < a <1y 25 € Interior(P).

iii) Caso: si 2] = awy, 25 = bwy, con 0 < a <1y 0 <b <1, basta
tomar entornos de 27, 2] + w2, 23, 25 + w1 que sean disjuntos.

1.1.2. Superficies cocientes bajo la accién de un grupo

Sea X una superficie de Riemann, G C Aut(X) y supongamos que la
accion de G sobre X sea una muy buena accién. Denotemos por X/G = {7 :
la clase de equivalencia de z} al conjunto de clases de equivalencia bajo la
accién de G y por 7 : X — X /G al morfismo canénico al cociente, definido
como 7(z) = T. Dotemos a X/G de la topologia cociente, la cual recordemos
se define como el conjunto de los abiertos en X/G tales que su preimagen
bajo 7 es un abierto de X. Se ve entonces que todo abierto de X/G es de
la forma U = {Z : z € U}. Como la accién de G es muy buena, X/G es
Hausdorff, ya que si T # To existen Uy, ,U,, en X tales que

9.Upy NhUy, =0, Vg,h €@

y en consecuencia Uy, N Uy, = () (si esto no fuese cierto existirfa 7 tal que
Yy =7Z,conz €Uy vyT = Za, con zo € Uy, y por tanto Z; = Z2 lo cual
implica que 3¢ € G tal que g-z1 = 22 de donde se sigue que g-z1 € g-Uy, NUy,
y en consecuencia g - Uy, N Uy, no serfa vacio).

Démosle ahora a X/G una estructura holomorfa. Para cada T € X/G
sea 7 H(T) = {wa € X : 7(x,) = T} la fibra sobre T y fijemos z, € 771(%)
un punto arbitrario. Como la accién es buena existe U, un entorno de z,
tal que

g Uy, Nh-Uy =0, sig#heG.

Afirmacién 1.1.21 7 1(U,) es la unién disjunta de los abiertos g - Uy,
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W_I(Ua) = Ugecg -Uq

X
—— & —— g * U a
71. S E—
—a— h-U,
X/G ( )
! L"r(.'

Esto ya que z € 77 1(U,) si y sélo si Z = v, con v € U,, es decir, si existe
g € G tal que z =g -v y esto ocurre si y sélo si z € g - U,.

Afirmacién 1.1.22 7| gUa. 29" U,. — U, es un homeomorfismo.

7 es claramente sobreyectiva.

7 es uno a uno: si m(z1) = m(z2) con z1, 22 € g- U, se tendria que existe
h € G tal que zg = h - z1. Entonces zo € hg - U, Ng- U, y por tanto hg = g
lo cual implica que h = 1 y en consecuencia z; = z

7 claramente es continua.

Tig.U., €s abierta: si W C g- U, es un abierto veamos que 7! (m(W)) =
77 1(W) es abierto en X.Pero ya sabemos que 7~ (W) = Upegh - W, y como
h € Aut(X) es en particular una funcién abierta, cada h - W es un abierto
y por tanto lo es su unién.

Afirmacién 1.1.23 Sitomamos U, suficientemente pequeno podemos garan-
tizar que en él existen coordenadas locales ¢, : U, — C. Definamos v, :
Uy — C como g = @q 0 (7|y,)~ ! y veamos que la coleccién de todas
las cartas de esta forma es un atlas holomorfo para X/G. Supongamos que
V = U, NUg es no vacio. Obviamente 7= (V) C 71 (U,) y por tanto
7-1(V) es igual a la unién disjunta de los abiertos 7—1(V)Ng-U,, con g € G.
Si y es un punto en 7~ (V) Ng- U, se tiene que y = g - Yo, con y, € U,.
Como ademds 7(yq) = 7(y) se sigue que yo, € 71 (V) y en consecuencia
Yo € Vo = 7 Y(V)N U, y por consiguiente y € g - V. Reciprocamente, si
y € g-Vy es obvio que y € 77 1(V) N g - U,. Esto muestra que

W_l(v) = UgeG(W_l(V) Ng-Ua) =Ugec(g- Va)
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Sea yo € Vo y ¥ = 7(Ya). Como 7|y, : Ug — Up es un homeomorfismo,

existe un unico yg € Ug con 7(yg) = ¥. Pero como ys € 7~ H(V) existe un
dnico h € G tal que yg € h -V, y por tanto h -y, = yg. Luego

((WB‘V)_I 0 Talvy) (Wa) = (WB|V)_1@) =Yg =N Ya,
lo cual muestra que (7r5|V)—1 o 7oy, = hlv,. De aqui se sigue que

Yg oyl =wgo ((nlv) " omlv,) o' =pgohopyt.

& Du

]
r\ T
)

=

v, (Uaz)
v ( Up)

Como h es holomorfa vemos que @g o h o @a1 también lo es y por tanto
Yoyt es holomorfa.

El ejemplo es un caso particular de esta construccién en el que las
funciones g o h o @ ! resultan ser translaciones.

1.1.3. Funciones holomorfas en C? y teorema de la funcién
inversa

Definicién 1.1.24 una funcién h : U C C? — C se llama holomorfa en U
si h es continua y para cada (zo,wo) € U las funciones hy,(w) = h(zo, w) y
huwo(2) = h(z,wq) son holomorfas.
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Teorema 1.1.25 (Teorema de la funcién inversa) Sea F : U C C? — C?
holomorfa, es decir, F(z,w) = (f1(z,w), fo(z,w)) con f1 y fo holomorfas.
Supongamos que en un punto p = (29,wg) € U se cumple que det(dF (p)) #
0, donde dF (p) es la matriz jacobiana compleja en p de F

%(p) %(p)
dFp)= ff 8%
E(P) %(p)

Entonces existen entornos abiertos U, C U y Vi(y,) tales que:
i) F:U, — VE(p) es biyectiva y holomorfa.
i) Si G =F' G: Vi) — Up es holomorfa.

Antes de dar la demostracién haremos las siguientes afirmaciones, todas
elementales, y cuyas demostraciones se dejan como ejercicio para el lector.

1. Existe un isomorfimo de anillos entre C y el conjunto C de las matrices
reales 2 x 2 de la forma

C:{[Z _ab} Ia,bER}}Cngg(R)

dado por la funcién \(a+ib) = [ Z _ab ] . A su invesa la denotaremos
por fi.

2. Si denotamos por E al conjunto de matrices 4 x 4 con entradas reales

A B
E_{[C D}’ conA,B,C,DEC}

entonces se verifica inmediatamente que E es un subanillo del anillo
M4><4(R).

3. Existe un isomorfismos de anilos ¥ :E — Msy2(C) definido como

w4 B]-[na) ne]

) A B . . .
4. Como A es un isomorfismo entonces [ c D } es invertible si y solo

si \I!([ él, ZB; ]) es invertible.
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Prueba. (Teorema de la funcién inversa) F' : U C C? — C? puede ser
vista como una funcién de un abierto de R* en R?* de la siguiente manera:
si z = x1 + ty1,w = T2 + iy existen funciones suaves con valores reales
U1, V1,Us, Vs tales que

fi(z,w) = Ur(z1, 91, 22, ¥2) + iVi(z1, 91, T2, Y2)
fo(z,w) = Us(z1,y1, 22, y2) + iVa(z1, 91, T2, Y2)

Definamos
F*(z1,91, %2, y2) = (U1(x1, y1, 22, 92), Vi(z1, 91, 22, y2), Ua(x1, y1, T2, Y2), Va(z1, Y1, 2, ¥2))-

Si zg = ag + boi, wo = co + doi y p = (ag, bo, co,dp), entonces la matriz
jacobiana de F* en p esta dada por:

(OO, 00y, 0T, Ol >'
ox 8 oz (9

(p) ()

.\ _ | Ox 8 ox 8
W= ov (p) gl 8U22 () %/]2
ox 0 ox 0
Vs . \1//1 aVZ . \y/Q
0xy p 8y1 Oxa P 33/2

Esta matriz puede leerse en bloques como una matriz de la forma
A B
C D

donde, por ejemplo, la matriz A es igual a

oUy 8U1

5. (1) (p)

0xq %//1

My 2

o1 T 33/1
Como fi1(z,w) es holomorfa en cada variable se tiene que g(z) = fi(z,w)
es holomorfa y A(¢'(z)) = /\(%fl) = A, que es una matriz de la forma

a — . . .
{ b ] , por satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann. En conse-
a

. : 1 .
cuencia A se mapea bajo p en P En forma similar se demuestra que las
z
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0
B,C' y D son enviadas bajo y en i(p)

ow

oh
V(dF(p) = | &7,
9z

dfa

0
Of2 —=(p), respectivamente.

5, Py 5
(p) %(p
(p) 5)}g( )
p Jw p
que es una matriz invertible, por hipotesis. Luego dF™*(p) tambien lo es, y
por el teorema de la funcién inversa para funciones suaves en R 4, existen

Uy CU, Vpep) CR 4 tales que F* : Up — Vp=(p) es biyectiva, con inversa
suave G* : Vpe(p) — Up. Ahora, la diferencial de G* en F™*(p) tiene la forma

De aqui que

dG(F*(p)) = |: jéi gi :| , con A17B17017D1 e C.

Si escribimos estas funcién en coordenadas complejas como G(z, w) = (g1(z, w), g2(z, w))
o9 g1 dgo dgo
M—==) = A1, (=) = B, \(&=) = A=) = D.
se ve que M) = i A(G2) = B AGR) = €1y A(S2) = Dy Como
Ay, By,C1, Dy € C se sigue que g1 y go satisfacen las ecuaciones de Cauchy

Riemann y son por tanto holomorfas en cada variable. Luego G es holomorfa.
]



Capitulo 2

Curvas algebraicas

2.1. Preliminares de topologia algebraica

En esta seccién clasificaremos todos los cubrimientos del disco unitario
perforado D* = {z : 0 < |z| < 1}. Para ello haremos uso de algunos con-
ceptos y teoremas bdsicos de la topologia algebraica. El lector interesado
puede consultar mi monografia (Notas para un primer curso de topologia
algebraica, J.D. Vélez U. Nal. 2007) donde encontrard un tratamiento com-
pleto de cada tema. Haremos uso de los siguientes conceptos y resultados.

Sip:Y — X es un mapeo recubridor, usaremos la notacién p : (Y,y) —
(X, z) para indicar que p(y) = z. Recordemos que dos recubrimientos p; :
(Y1,y1) — (X,2) y p2 : (Y2,92) — (X, ) se denominan isomorfos si existe
un homeomorfismo ¢ : (Y1,y1) — (Y2, y2) tal que paop =p;

(Y1,91) ® (Ya,12)

P1 O\ /D2
(X, )

Recordemos que todo espacio topoldgico X que satisfaga algunas condiciones
razonables de conexidad (por ejemplo, si X es localmente homeomorfo a R™),
posee un espacio recubridor universal. Es decir, existe un mapeo recubridor
p: (X,70) — (X,z) tal que X es conexo y simplemente conexo, es decir,
m1(X,7To) = {1}. Ademds, el par ((X,Zp),p) es unico salvo isomorfismos de
recubrimientos.

Sea D* = {z : 0 < |z] < 1} el disco unitario perforado y zp un punto
cualquiera de D*. Se prueba facilmente que 71(D*, 2p) es un grupo isomor-
fo a Z con generador [y], donde y(t) = re?™, con 0 < r < 1. Es decir

m1(D*, zp) ~ 7Z. Por otro lado, se demuestra que el espacio recubridor uni-

19
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vesal de D* es el semiplano izquierdo H = {z : Re(z) < 0} con la funcién
p: H — D*, dada por p(z) = >,

Para clasificar los recubrimientos de D* necesitaremos el siguiente lema
de "levantamiento de mapeos".

Lema 2.1.1 Sean p : (Y,yo) — (X,z0) un cubrimiento, f : (Z,z0) —
(X, z0) una funcion continua y Z es un espacio arco conevo. Entonces existe
un tdnico f: (Z,z9) — (Y,yo) tal que f =po f

7 (¥n)

|

(£.zq) i (X.xn)
sty solo si fo(m1(Z,20)) C p«(m1(Y, y0))

7 T1((L.0))
7 s

T1((Z,z00) KA w1 X, x0))

Teorema 2.1.2 Sea p : (Y,y0) — (D*, z9) un cubrimiento del disco per-
forado. Entonces si el grado del mapeo es n existe un homeomorfismo h :
(D*,z1) — (Y,y0) que hace conmutar el siguiente diagrama

(D*z21) & (o)

ZN lp

(D%, z0)

donde z1 es cualquier raiz n-ésima de zg.

Prueba. Sea H = p.(m1(Y,y0)) C m1(D*, 20) ~ Z. Sabemos que la cardi-
nalidad de la fibra de p es igual a |71(D*, 20)/H| = n y por tanto H es el
subgrupo generado por n[y]. Como f.([y]) = n[y], por el lema anterior existe
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un levantamiento h : (D*,z1) — (Y, yo0), es decir, una funcién continual tal
que poh=f

(¥.ya)

VR

(D*,21) —L (D, z0)

Nuevamenete, por el lema, existe g : (Y,y9) — (D*, z) tal que fog =
p.Notemos que g o h hace conmutar el diagrama

GRS
& |y

ki
(L1210 — (D z0)

es decir, g o h es un levantamiento de f. Pero la identidad tambien lo es y
por la unicidad del levantamiento se obtiene que goh = Id(p« .,). En forma
similar se demuestra que ho g = Idy,,,). ®

Ejercicio 2.1.3 Demuestre que si el grado de p : (Y,y9) — (D*, z0) es
infinito entonces este cubrimiento es isomorfo a cubrimiento 7 : (H,wy) —
(D*, 29) dado por w(z) = €2™, para un cierto wy € H.

2.2. Superficie de Riemann asociada a curva alge-
braica

Sea f(z,w) un polinomio en C[z,w] y X (f) = {(z,w) € C?: f(z,w) =0}
sus ceros en C2. A X se le denomina una curva algebraica afin plana o simple-
mente una curva algebraica. En esta seccién veremos que el complemento de
los puntos criticos de X (f) en X (f), que denotaremos por X°(f), es una su-
perficie de Riemann. Estudiaremos la estructura de X (f) considerando esta
curva como una fibracién sobre el plano complejo dada por 7 : X(f) — C,
la proyeccién en la primera componente. Mostraremos que existe una su-
perficie de Riemann X (f) compacta y una funcién holomorfa a la esfera
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p: X(f) — P! tal que el diagrama siguiente conmuta

X(fH < X
Tl pl (2.1)

(ZO)fl

C — P!

donde 2% : P! — C denota la coordenada z°([ag,a1]) = a1/ap en Uy =

{[ag,al] L ap 7é 0}.

Definicién 2.2.1 Un punto p € X(f) se llama singular si 9f/0z(p) =
O0f /Ow(p) = 0. Un punto que no sea singular se llama un punto suave de X.
La curva X se llama suave si todos sus puntos son suaves.

Notemos que la continuidad de las derivadas parciales garantiza que el
conjunto de puntos singulares Sing(X(f)) es un subconjunto cerrado de

X(f)-

Proposicién 2.2.2 Si X = X(f) es una curva suave, con la topolologia que
hereda de C?, X puede dotarse de un atlas que la convierte en una superficie
de Riemann.

Prueba. Claramente X es un espacio Hausdorff segundo contable por serlo
asf C2. Ahora, sea p = (20, wp) € X, y digamos que df/0w(p) # 0. Entonces
si F: X — C? es la funcién F(z,w) = (2, f(z,w)), su matriz jacobiana
compleja en p

1 0
[af/GZ(p) 9f [ow(p)
tiene determinante igual a 9f/0w(p) # 0. Por el teorema de la funcién

inversa existen entornos abiertos Up y V(. 0) tales que F : Up — V() es
biholomorfa.
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Denotemos por V, al conjunto V, = {z : (2,0) € Vi, 0}, por G(z,w) a
la funcién inversa de F'y por g1 : V,, — U, a la funcién ¢1(z) = G(z,0).
Claramente V, es un abierto de C y g; es holomorfa e inyectiva (ya que G
lo es). Veamos que g1(V,,) = U, N X. Si z € V,, como F(G(z,0)) = (2,0),
se sigue que f(g1(z)) = 0 y por tanto gi(z) € U, N X. Por otro lado, si
(z,w) € U, N X se tiene que F(z,w) = (2,0) y en consecuencia

(z,w) = G(F(z,w)) = G(2,0) = g1(2).

Notemos ademés que si m1(z,w) = z denota la proyeccién en la primera co-
ordenada, la ecuacién anterior muestra que ¢;(71(z,w)) = (z,w) y en con-
secuencia 71 : U, — V. es una funcién holomorfa con inversa g1 : V., — U,.
En forma similar, si 0f/0z(p) # 0, podemos construir una funcién holomor-
fa y biyectiva g : Vi, — U, N X tal que g2(Vi,) = Up N X con inversa
ma(z,w) = w.

Definamos como atlas para X al conjunto de parejas {(Up, m)}pex,
donde i se escoge como 1 6 2 dependiendo de si df/Jw(p) # 06 9f/0z(p) #
0. Las funciones de transicién entre coordenadas son claramente holomorfas,
ya que son de la forma m; on; ! = 7; 0 g; o de la forma ;o 771'_1 = T 0 g,

J
ambas compuestas de funciones holomorfas. m

2.2.1. Propiedades bdsicas de los morfismos entre superficies
de Riemann

En esta seccién supondremos que todas las superficies de Riemann son
coneras.

Sean X y Y superficies de Riemann, f : X — Y un morfismo no con-
stante y sean p € X y ¢ = f(p) € Y. Escojamos cartas z° : U, — ﬁo y
w? Vg — 170 alrededor de p y ¢q. Por el teorema de estructura local de
toda funcién holomorfa sabemos que existen entornos Uy y V{j y funciones
biholomorfas A : Uy — Uyyo: Vo — Vy tales que si h denota la funcién
holomorfa w® o f o (2°)~! se tiene que o o h o A™! es la funcién que envia a
z en z" para un cierto n > 0.

U, 1, v,
Zol le
~ w0 fo(29)~1 ~
0 EET W
Al lo

Ug — v
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Escojamos r > 0 tal que Dy = D(0,7Y/™) c U} y Dy = D(0,r) C VJ. De-
spués de cambiar a U, por (Aoz°)"1(D1) y a V, por (¢ ow®)~!(Ds) podemos
suponer que U] y V{ son discos abiertos de radios r1/™ v r. Después de mul-
tiplicar por 1/71/™ y por 1/r se puede suponer sin pérdidad de generalidad
que estos dos discos son unitarios. Como consecuencia de eata construccion
se tiene la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.2.3 Sean X y Y superficies de Riemann, f : X — Y una
funcion holomorfa no constante y sean p € X y q = f(p) € Y. Euxisten
coordenadas locales (Up, @) y (Vy,1)) alrededor de p y q tales que 1 o fo
o1 D — D es la funcién del disco unitario que envia a z en 2", para un
cterto n > 0.

Observacién 2.2.4 El entero n estd determinado por f. Para ello notemos
primero que dado cualquier entorno abierto A, C U, existe otro entorno
abierto B, C V, tal que cada ¢’ € B, tiene exactamente n preimégenes en
A,. Esta afirmacioén es cierta si A, y B, se reemplazan por entornos del
origen en D y f por la funcién z — 2", como se ve facilmente, y por tanto
se sigue del hecho de que ¢ y % son homemomorfismos. Asi, si existieran
otras coordenadas locales (U, ¢') y (V,%') alrededor de p y ¢ tales que
Yo fo @'~ : D — D enviaa z en 2™, podriamos tomar A, = UZ’7 y By tal
que cada ¢ en By y en particular en By N Vq’ tendria n preimédgenes en Uz’j.
Pero todo punto de Vq’ tiene m preimégenes en UZ’,. Luego m =n.

Como corolario de la proposicién anterior se deducen inmediatamente
las siguientes afirmaciones.

Corolario 2.2.5 (Con la notacion de la proposicion anterior)

1. La fibra sobre cada punto ¢ € Y es un conjunto discreto, es decir,
alrededor de cada punto de la fibra existe un entorno abierto que sélo
contiene dicho punto y ningin otro de la fibra.

2. El morfismo f es una funcién abierta.

3. Si X es compacto, f(X) C Y también lo es. Por ser f abierta f(X)
también es abierto. Como Y es conexa se tiene que f(X) =Y y por
tanto Y es compacto y f es sobreyectiva.

4. Si'Y = C, del numeral anterior se sigue que la funcién f tiene que
ser constante, ya que C no es compacto. Es decir, las dnicas funciones
holomorfas en una superficie compacta X son las constantes.
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Corolario 2.2.6 Si f : U — V es una funcién holomorfa y biyectiva su
mversa también es holomorfa.

Prueba. Para cada a € U existen abiertos U, C Uy V(g y biholomorfismos
AiUs — Uy o: Vi — Vo tales que gofoA(z)=2" conn>0. Si
n > 1 la funcién f no serfa inyectiva en U,. Por tanton =1y f~1 = A" loo.
]

Definicién 2.2.7 Al entero n se le llama el grado de f en p y se denotard
por gry(p). Si gre(p) > 1 el punto p se llama un punto critico y a ¢ = f(p)
se le llama un valor critico. Si p no es critico se llama punto regular, y
similarmente, si ¢ no es valor critico se llama un valor regular.

Notacién 2.2.8 A las coordenadas dadas por la proposicion las lla-
maremos coordenadas locales en las cuales f es equivalente a la funcion
z— 285®) o coordenadas locales donde f tiene grado local gre(p).

Observacién 2.2.9 Denotemos por h a la funcién ¢y o fo¢p™! : D — D
y por D*, Uy y V" al disco unitario abierto menos el origen, el entorno U,
quitando el punto p y V, quitando a g. Como h : D* — D* es un mapeo
recubridor (ver notas de topologia) es en particular un homeomorfismo local
de lo cual se sigue que la restricciéon f : U,* — V,* también lo es. De aqui
que el grado de f en cada punto p’ € U, deba ser 1 y en consecuencia, si
grs(p) = 1, f no posee ningtin punto critico en U, y en el caso en el que
gry(p) > 1, el tnico punto critico contenido en U, es p. Esto muestra que los
puntos requlares forman un abierto en X y los puntos criticos son aislados.

Recordemos que f : X — Y se denomina una funcién propia si la preim-
agen de cada compacto K C Y, f~}(K), es un conjunto compacto en X.
Por ejemplo, si X y Y son espacios Hausdorff, X es compactoy f: X — Y
es una funcién continua, entonces f es propia, ya que si K C Y es compacto
entonces es cerrado y f~!(K) es un cerrado en X y por tanto compacto.

Mostremos que para funciones propias los valores criticos asi como cada
fibra es un conjunto finito.

Proposicién 2.2.10 Sea f: X — Y un morfismo no constante de superfi-
cies de Riemann con X compacta.

1. Para cada q €Y la fibra f~1(q) es finita.

2. El conjunto de todos los puntos criticos de f es finito y por consiguiente
también lo es B, el conjunto de todos los valores criticos.
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3. Denotemos por X°,Y? a los abiertos X — f1(B) y Y=Y — B. La
restriccion f: X0 — Y9 es un mapeo recubridor y por tanto las fibras

f~(q) sobre cada q € Y° tienen la misma cardinalidad, gr(f), llamada
el grado de f.

4. Para cada q € Y, si f~1(q) = {p1,p2,...,pr} entonces doers(pi) =
i=1
gr(f).

X8 g

Prueba. Del corolario sabemos que para cada p; € f~1(q) existe un
abierto Uy, C X tal que f~1(q) N Uy, = {p;}. Como X es compacta, f~(q)
también es compacto y por consiguiente del cubrimiento {Up, },,.e f-1(q) Puede
sacarse un cubrimiento finito lo que obviamente fuerza a que f~!(g) sea un
conjunto finito.

Denotemos por A al conjunto de puntos criticos de f. Sabemos por la
observacion[2.2.9|que A es cerrado en X y por tanto compacto. Como ademés
es un conjunto discreto, tiene que ser finito.

Para cada ¢ € Y sea f~1(q) = {p1,...,p} su fibra y sean U, ti
entornos alrededor de cada p; y ¢ tal que f tenga grado local gry (pi). Como
X es Hausdorff, podemos escoger U, C U, tales que U}, N UI',]_ =0,sii#j.
Como f es abierta vemos que (V) = f(U},) es un entorno abierto de ¢. Sea
Z=X-U U, yVo= & —f(2) N (V). Como Z es cerrado en X es
compacto lo cual implica que f(Z) también lo es y por tanto su complemento
Y — f(Z) es abierto en Y. Claramente g ¢ f(Z), ya que su fibra no estd en
Z (estd obviamente en la unién (Ji_,Uj},). Luego V; es un entorno abierto
de q. Sea W,, = f~1(V,) N U,,- Claramente estos abiertos son disjuntos
por pares y la restriccion de f a Wy, C Uy, f : W), — V, también tiene
grado local gry(p;). Ademds, si f(p) € V; se tiene que f(p) ¢ f(Z) y por
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consiguiente p ¢ Z lo cual fuerza a que p € Uz,u para algin 7 y en consecuencia
p € Wy, = f~H(Vy)NU,,. Esto muestra que f~!(Vy) C UL, Wp,. Como cada
W, estd por definicién en f~1(V;) se tiene que I, W,, C f~1(V,) de donde
se sigue la igualdad f~1(V,) = U Wy,

En el caso en el que ¢ sea un valor regular, f : W), — V, tiene grado
local 1 y por tanto cada término en la suma es igual a 1 y esta suma es
por tanto el nimero de puntos en la fibra sobre ¢. Si g es valor critico, para
cada ¢’ € V, hay exactamente grf(pi) preimdgenes en W), y por tanto hay

T T
>_ers(p:) en total. De aquf que ) gry(p;) = gr(f). =m
i=1 =1

2.2.2. Preliminares algebraicos

Regresemos a nuestro anélisis del conjunto X = X(f) de ceros en C?
de un polinomio en dos variables f(z,w). En primer lugar mostraremos que
existe un cambio lineal de coordenadas en C? que lleva a f a una forma
estdndar que hace mas simple el estudio de X.

Proposicién 2.2.11 Sea f(z,w) un polinomio en z,w y X = X(f) la curva
algebraica que él define en C?. Eziste una transformacion lineal ¢ : C* — C?
dada por ¢(z,w) = (z — Aw,w), con A € C apropiado, tal que ¢(X) =
X(g(z,w)), donde

g(z,w) = w? + a1 (2)wt + -+ ag(2) (2.2)
y tal que a;i(z) =0 o grado a;(z) <i,i1=1,...,d.

Prueba. Sea f = f;+ fq—1 + -+ + fo, donde cada f; es un polinomio

homogéneo de grado k, fr(2,w) = > cunp2"w™, con cony) # 0 € C.
m-+n=~k
Definamos g(z,w) = f(z + Aw, w). Si expandemos cada monomio de f se

obtiene
g(z,w) = Zk:fk()\w +z,w) = (Zm+n:dc(m7n))\m)wd+
+ ( Z C(m,n) (T) )\m—lz + Z C(m,n)Am)wd_l_‘_
m+n=d m+n=d—1

+ ap(2)wtF 4 -+ ag(2),

donde

k m—k+s _k—s
ak(z) - Zs:OZern:dfsc(m,n) (kTs)A s zk
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que es claramente un polinomio de grado a lo sumo k. Escojamos A de tal
manera que el coeficiente de w?, > min—dCmm) A", sea igual a 1. Es claro
entonces que g(z,w) es de la forma (2.2) y que

9(¢(20,wo0)) = g(z0 — Awo, wo) = f(20 — AMwo + Awo, wo) = f(20,wo),

de donde se sigue que f(zp,wp) = 0 sii g(¢(z0,wp)) = 0 y en consecuencia
que ¢(X) = X(g(z,w)). =

0
Observacién 2.2.12 Sea —f la derivada parcial de f con respecto a w.
w
Recordemos que una raiz wg de f(w) tiene multiplicidad mayor que 1 si y
solo si f(wg) = f'(wg) = 0. Esto dltimo ya que si wg es rafz, entonces se
tiene que f(w) = (w — wp)"g(w), con n > 1y g(wp) # 0 y por tanto

Fl(w) = (w —wo)"g' (w) + n(w —wo)" *g(w).
Calaramente wy es rafz de f'(w) si y s6lo si n > 1. De aqui que wy es raiz

multiple de f(zp,w) siy sélo si

of
f(z0,wo) = 2~ (20, w0) = 0. (2.3)
En la siguiente seccién veremos cémo determinar explicitamente aquellos
valores de zp para los cuales se satisface la ecuacién ([2.3).

Resultantes

Sean f = ag+aw+---+aquw'y g = by+biw+---+byw* dos polinomios
en D[w] de grados [ y k respectivamente, donde D denota un dominio de
factorizacion unica. El resultante de f y g se define como el determinante
de la matriz cuadrada de lado [ + m siguiente:

Cag - Y .

a1 ap . . . . bl bO

as aq ag - . bg b1 bo

res(f,g) = det
a a1 - by
a; :

b br—1

i a - - - b
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donde cada punto representa una posicién de la matriz con entrada igual
a cero. Este determinante es claramente un elemento de D. Por ejemplo, si
tomamos f = ag + aqw + asw? + asw? y g = by + byw® + baw?, el resultante
de f, g estd dado por:

an 0 b[) 0 0

ay Qo b1 b() 0

det as ap b2 bl bo
az ag 0 bg bl

0 a3 0 0 by

La proposicién siguiente nos proporciona un criterio que nos permite saber
cuando f y ¢ tienen un factor en comun.

Proposicién 2.2.13 Sean f = ag + ayw + -+ + aqqw' y g = by + byw +
oo+ bpw® dos polinomios en D[w] con a; # 0 y by # 0. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. f y g tienen un factor comin no constante en Dlw].

2. Emisten polinomios A y B en Dw], distintos de cero, y de grados
estrictamente menor que k y I, respectivamente, tales que Af+Bg = 0.

3. El resultante de f y g, res(f,g), es igual a cero.

Prueba. 1 = 2 Supongamos que h es un polinomio no constante que divide
a fy g, osea, que existen f1 y g1 tales que f = fih,g = gi1h. Claramente
se ve que g1f + (—f1)g = 0, con grado(g1) < k, y grado(f1) < Il. Luego
podemos tomar A =¢g; y B = fi.

2 = 1 Supongamos por el contrario que f y g son relativamente primos en
DJw]. De la ecuacién Af = —Bg vemos que f divide a Bg, pero como D[w] es
un dominio de factorizacién tnica, y f y g son relativamente primos, se debe
tener que f divide a B. Pero esto obligaria a que [ =grado(f) < grado(B),
lo cual contradice el hecho de que grado(B) es estrictamente menor que [.

2 3Sean A =Ag+ -+ Ap_wF1,B=By+ -+ B_jw! dos
polinomios con coeficientes indeterminados. Resolver la ecuacién Af + Bg =
0 es equivalente a resolver el siguiente sistema de k + [ ecuaciones lineales:

apldy + bBy = 0
apAi + aAdy + bgB1 + 0By = 0
a2 + ado + a2do + boBz + hiB1 + 2By = 0,

@mAr—1 + bgBi1 0
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donde las A; Bj son k + [ incégnitas. Este sistema se obtiene después de
igualar coeficientes a ambos lados de la ecuacién Af 4+ Bg = 0. Escribiendo
este sistema en forma matricial se obtiene una ecuacién de la forma CV =
[0], donde C' denota la matriz de la izquierda y V' el vector de la derecha

A ]
Ca - N C A
a; ag - - - - b by - . .
az ar ag - - - by by by
; Ap_1
a a1 - - - by - - . By
a; .
b br—1
I a - - - Dy .
L Bl_l .

Si consideramos este sistema de ecuaciones como un sistema con coeficientes
en F), el campo de fracciones de D, entonces, sabemos por dlgebra lineal que
el sistema tiene una solucién no trivial en F' si y sélo si el determinante de
C, que es precisamente el resultante de f y g, es igual a cero. Pero de toda
solucién no trivial en F' se puede obtener, después de multiplicar por un
elemento apropiado de D, una solucién no trivial en D. Este elemento se
puede escoger, por ejemplo, como el minimo comun multiplo de los denom-
inadores de cada entrada del vector solucién V. De aqui se deduce entonces
la equivalencia entre 2 y 3 lo cual concluye la prueba de la proposicién. =

Como corolario de la observacion [2.2.12] y de la proposicién anterior se
sigue que:

Corolario 2.2.14 Sea f(z,w) un polinomio en C[z,w] y 0f /0w su deriva-
da parcial con respecto a w. Entonces el conjunto de aquellos valores de
z para los cuales f,(w) = f(z,w) tiene una raiz mailtiple coincide con las
raices del polinomio resultante dy(z) = res(f,0f/0w), también llamado el
discriminante de f

{z0 € C: f(z0,w) = 0 tiene una raiz multiple}
= {20 : df(20) =0}

Prueba. Después de un cambio apropiado de coordenadas podemos suponer
que f tiene la forma w? + a1(2)w? +--- + ayq(z), d > 0. Es obvio que f y
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Of /0w satisfacen las condiciones de la proposicién de lo cual se sigue
inmediatamente el corolario. m

En el préximo lema mostraremos que las raices de un polinomio varfan
continuamente como funcién de los coeficientes, un hecho que necesitaremos
mas adelante para demostrar que toda curva irreducible es conexa.

Definicién 2.2.15 Sean A = (ai1,...,aq) y B = (b1,...,bq) dos d tuplas
de complejos (con posible repeticién). Para cada permutacién o € Sy sea
d(o) = max{|a; — bg(i)} 24 =1,...,d}. Definimos la distancia entre las dos
tuplas como d(A, B) = min{d(c) : 0 € Sy}.

Lema 2.2.16 Sean f(t) = > c;t, g(t) = .d;t' polinomios mdnicos de gra-
do d con coeficientes en C. Supongamos que F=(ay,...,aq) y G=(b1,...,bq)
son las raices de f y g, respectivamente (con posibles repeticiones). Entonces
dado € > 0 existe § > 0 tal que si

If — gl =méx{|c; —d;| :i=1,...,d} <0
entonces d(F,G) < e.

Prueba. La afirmacién en el teorema es equivalente a demostrar que si
gn €s una secuencia de polinomios moénicos de grado d tal que |g, — f| —
0 entonces d(Gp, F) — 0, donde G,, = (by1,...,bn4) y F = (a1,...aq)
son la raices de g, y f. Razonemos por induccién sobre d. Para d = 0
el teorema es trivial. Ahora, sea a = a; una de las raices de f. Es facil
ver que ¢, = gn(t+a) — f' = f(t + a). Como las raices de g], y f’ son
G, = (bpg —a,...,bpg—a) y F' = (0,...aq — a1), basta demostrar la
afirmacién del lema para la secuencia g/, — f’. Refrescando la notacion,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f tiene a cero como una
de sus rafces.

Ahora, como 0 es raiz, el término constante de f es cero. Esto fuerza a
que el término constante de gy, l,, tienda a cero. Pero este término es, en
valor absoluto, el producto de todas su raices. Luego, dado N > 0 existe un
entero n(N) tal que para todo n > n(N), |l,| < (1/N)? y en consecuencia
existe una raiz de g, tal que |b, ;| < 1/N, ya que si |b,;| > 1/N, para todo
i =1,...,d, se tendrfa que |l,,| = [by1|- - |bnal > (1/N)9. Lo anterior nos
permite pasar a una subsecuencia de la secuencia original, que abusando
de la notacién, también denotaremos por g,, en donde cada uno de estos
polinomios tiene al menos una raiz, que denotaremos simplemente como b,,,
tal que |by| < 1/n. Sea hy,(t) = gn(t+by,). Como b, — 0 se verifica facilmente
que hy(t) — f(t). Ahora, si H, denota el conjunto de raices de h,,, para ver
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que d(Gp, F') — 0 basta ver que d(H,, F') — 0, debido a que b,, — 0. Pero
cada h, y f tienen a cero como raiz y por consiguiente h, = th; y f =tf",
con hy y f* polinomios en ¢, de lo cual se sigue que A} — f* y la hipétesis
de induccién garantiza que si F* y H son las raices de f* y h} entonces
d(H},F*) — 0. Pero esto claramente implica que d(H,,F) — 0. ®

Condicién 2.2.17 Supondremos a lo largo de esta seccién que f tiene la
forma , que llamaremos "forma estdandar", y que es ademads irreducible
en C[z,w]. Esto tltimo no le quita ninguna generalidad a nuestro analisis,
ya que por ser Clz,w] un dominio de factorizacién tnica, f admite una
factorizacién en factores irreducibles f = f{" --- fI'* y en consecuencia la
curva X (f) es igual a una unién finita de curvas irreducibles X (f1) U---U

X(fs)-

A continuacién veamos que la proyeccién 7 : X — C define un mapeo
ramificado por fuera del conjunto discriminante.

Proposicién 2.2.18 Sea f(z,w) una curva irreducible de grado d. Denote-
mos por X a los ceros de f en C2 y por 7 : X — C a la proyeccion
m(z,w) = z. Sea B = {2z € C : ds(20) = 0} el conjunto discriminante
de f. Entonces si X° =X — 77 1(B), la restriccion 7 : X — C — B es un
mapeo recubridor.

Prueba. Sea zy € C — B y escojamos Vy un entorno de zg que no contenga
ningun otro punto de B, excepto a zp. La ecuacién f(zg,w) = 0 tiene en-
tonces d raices distintas wy, ... wg. Como Jf/0z(zp, w;) # 0, el teorema de la
funcién inversa nos garantiza entornos abiertos V; de zg y W; de w; (abierto
en (CQ) tales que 7 : W;NX — V; es un homeomorfismo con inversa holomor-
fa w; : V; = W;N X. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que todos
los W; son disjuntos por pares. Sea V,, = Vgﬂ(ﬂ?:lvi) y Ui =wi(Vy,) C W,
Es claro que 7 : X NU; — V,, es un homeomorfismo. Como U; no contiene
ningin punto de m~!(B) se tiene entonces que 7 : X°NU; — V,, es un
homeomorfismo. Finalmente, 7=*(V,,) C U;izl(X "N T;), y esta unién tiene
que ser toda la preimagen de V;, bajo 7, puesto que si z € V;,, 7 !(z) con-
siste exactamente de d puntos. En consecuencia 771(V,,) = Ufle(X 'Nnwy)
lo cual concluye la prueba. m

Nuestro objetivo en esta seccién es demostrar la existencia de un dia-
grama conmutativo como en . Para ello necesitamos primero demostrar
que todo espacio recubridor sobre una superficie de Riemann tiene a los
sumo una tunica estructura holomorfa que hace que la proyeccién sea una
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funcién holomorfa. Demos primero una definicién precisa de compatibilidad
entre cartas.

Definicién 2.2.19 Sea X una superficie de Riemann y p : ¥ — X un
mapeo recubridor, donde Y es un a espacio Hausdorff, segundo contable.
Sea A = {(Ua, 2%) }aca un atlas para X. Decimos que un sistema de coor-
denadas locales (U, ¢) (es decir U C X es un abiertoy ¢ : U — UcCun
homeomorfismo) es compatible con A si para cada o € A tal que U,NU # ()
se da que 2% 0 ¢~ es holomorfa en ¢(U, NU) y ¢po (2%)~! es holomorfa en
2%(UsNU).

Proposicién 2.2.20 Sea X una superficie de Riemann yp :Y — X un
mapeo recubridor, donde Y es un a espacio Hausdorff, sequndo contableﬂ
Existe un atlas natural, A, para Y que hace que p sea holomorfa. Si A’ es
otro atlas con esta propiedad, entonces todo par de cartas en A y A’ son
compatibles.

Prueba. Para cada a € Y sea b = p(a) y escojamos entornos abiertos
WCXyU, CY tales que p: U, — V4 sea un homeomorfismo. Escogiendo
a V}, suficientemente pequeno, podemos suponer que en él estdn definidas
coordenadas 2% : Vj, — V C C. Definamos coordenadas locales alrededor de
a, (Uy, ¢q = 2 0 p) v sea A el conjunto de todas estas cartas. Este conjunto
es un atlas, ya que si U, N Uy # ) se tiene que

Ga © (j);l = b op olf1 o (zb)fl =20 (Zb)fl

que es holomorfa en ¢,(Uy N Uy).Por otro lado, como 2° o po ¢! es la
identidad, se sigue inmediatamente que p es holomorfa.

Finalmente, sean (Wy,1®) coordenadas alrededor de a en A’. Sean U, =
UsNW, y V)] =p(U;). Entonces, si U=, (U)yV = 2°(V)), 1a funcién p =
2P oporp;! es holomorfa y biyectiva y por consiguiente un bioholomorfismo,

por el corolario Luego ¢q 0,1 =Dy 140 ¢, = p~! son holomorfas,
y por consiguiente las cartas son compatibles.

v ou
pl ¢ Ip

V*bl

'Esta condicién se satisface automaticamente si la fibra de p es contable.
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Discusién 2.2.21 Sea f(z,w) = w? + a1(2)w?! + -+ + a4(2) una curva
irreducible de grado d escrita en forma estdndar. Denotemos por X a los
ceros de f en C2, y por ' : X — C a la proyeccién 7'(z,w) = z. El plano
C puede ser embebido en P¢, via el biholomorfismo j(z) = [1,z], donde
j es la inversa de 2°([ag,a1] = a1/ag. Sea B’ = {z € C : ds(z) = 0} el
conjunto discriminante de f. Entonces, si X° = X — (7/)~!(B’), ya sabemos
que la restriccién 7' : X9 — C — B’ es un mapeo recubridor. Si B denota el
conjunto j(B'") U {px}, donde poo = [0, 1] es el "punto en infinito de la linea
proyectiva", entonces el mapeo

ﬂ':jOﬂJZXOH]P%:fB
es también un mapeo recubridor.
Veamos ahora que X% y X son espacios conexos.

Teorema 2.2.22 (con la notacion anterior) El conjunto X° es una superfi-
cie de Riemann conexa y en consecuencia también los es la curva algebraica
X.

Prueba. Sabemos que 7' : X — C — B’ es un mapeo recubridor. Supon-
gamos que X no es conexo y denotemos por Y ¢ X? a una cualquiera de
su componentes conexas. Un ejercicio elemental muestra que la restriccion
m'ly 1Y — C — B’ es también un mapeo recubridor. Sea p un punto de X 0
que no esté en Y y sea 2z’ = 7/(p). Entonces es claro que la fibra sobre 2z’ en
Y tiene menos de d elementos, ya que p no estd en ella. Como B’ es finito,
C—B' es conexo, luego la cardinalidad de la fibra en Y sobre cada punto
20 € C — B es la misma, digamos que 7|y (20) = {w1, ... ws}, con s < d,
un subconjunto propio de todas las raices de f(zp,w) = 0 (para las que
hemos escogido una numeracién fija, en forma arbitraria). En la proposicién
vimos que alrededor de zg € C—B’ y de cada w; existen entornos
abiertos y funciones holomorfas w,, ; : V., — U;NY, (i =1,...,s),.tales que
f(2z,wz,i(2)) = 0, para todo z € V. Para cada entero 1 < k < s denotemos
por s& (2) a la k-ésima funcién simétrica en V., es decir,

sh iV, = UinY (2.4)

Z > Wzo,i1 (Z)w207i2 (2) - " Wzo,ik (2)
1< << <s

Veamos ahora que si zg, 27 C—B’ son dos puntos tales que V,, NV,, # 0,
entonces st (z) = s¥ (2), para todo z € V., NV;,. La fibra sobre z es pre-

20
cisamente el conjunto {w,,,(z),...,w, .(2)}, que obviamente es el mismo
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conjunto, {wz,,(2),...,w: ,(2)}, y por consiguiente ambos conjuntos di-
fieren sélo por una permutacién en el orden de sus elementos. Como en la
sumatoria aparecen todos los posibles productos de k factores distintos,
es entonces claro que las sumas s% (2) y s¥ (2) tienen que ser iguales.

De lo anterior deducimos que cada s* es una funcién holomorfa bien
definida en todo C — B’.

Consideremos ahora a Y como un recubrimiento 7 : ¥ — IP’}C — B, con
B =j(B")U{p}, m =jox’, como en la discusién (2.2.21]), y veamos que:

Afirmacién: cada s* o 20 se extiende a una funcién meromorfa en IP’(%:
con a lo sumo un polo en py, de orden < d.

Consideremos dos casos:

i) j(b) = [1,b] € B, con b € B’. Veamos que en este caso s" es acotada
en una vecindad de b y por tanto puede extendrse a una funcién holomorfa
en toda una vecindad de b, lo que obviamente implica que s* o 20 también
se extiende a una funcién holomorfa en toda una vecindad de j(b). Por el
lema de continuidad de las raices , existe 6 > 0 tal que si z # b
y lai(z) —ai(b)| < 9, para i = 1,...,d, entonces las raices de f(z,w) = 0,
(wz,1(2),...,wsd(2)), satisfacen

k

lwz1(2) —wn| < 1,...,|w.4(z) —wq| <1,

para un cierto ordenamiento (wy,ws, ..., wy) (con posible multiplicidad) de
las raices de

f(b,w) = w + ay (b)yw? ™ + - + aq(b) = 0.

En particular, para cada una de las s raices de f(z,w) = 0 en Y se tiene
que
lw2,i(2)| = |wz,i(2) —wi +wi| <1+ |wg|, i =1,...,s.

Luego para cada producto w; ;, (2)ws,i,(2) - - - w4, (2) en (2.4) se tiene que
S
Wiy (2)wzin (2) - - w2y (2)] < TT (1 A+ [wil) = G
i=1

Y en consecuencia ‘sk(z)‘ < (Z) Cp, para todo z en un entorno de b que
satisfaga que |a;(z) —a;(b)| < J, parai=1,...,d.

ii) poo = [0, 1]. Veamos que s¥ 0 20 es meromorfa en ps. Sea 2! : Uy — C
las coordenadas en U; = {[ag,a1] : a1 # 0}, definidas como z!([ag,a1]) =
ap/a1, y mostremos que

zk[(sk o zO) o (zl)_l] = zksk(l/z)
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es acotada en un entorno perforado del cero. Como B’ es finito existe un
N > 0 tal que B’ estd incluido en un disco alrededor del origen de radio
N y por consiguiente para todo z € D*(0,1/N) se tiene que 1/z ¢ B’ y en
consecuencia f(1/z,w) = 0 tiene d raices distintas, (w1(1/2),...,wq(1/2)).
Ahora,

2 f(1)z,w) = 24 (w? + a1 (1/2) w4+ -+ ag(1/2))
= (zw)? 4 za1(1/2) (zw)¥ L + -+ ag(1/2)2%

Si hacemos a}(z) = z%a;(1/z), entonces como grado a;(z) es a lo sumo i, se
deduce que a*(z) es un polinomio en z. Luego (zw1(1/z2),...,2w4(1/2)) son
las d raices distintas del polinomio

T+ aj(2)T 4+ -+ aj(2) = 0,

Nuevamente, por el lema ([2.2.16]) existe 6 > 0 tal que si |a}(z) — a](0)] < 6,
(parai=1,...,d), entonces

o (1/2) = wi] < 1., |swa(1/2) — il < 1,
donde (w7,...,w}) son un cierto ordenamiento de las raices del polinomio
T+ a3(0)T 1 + .- 4+ a5(0) = 0.

Luego para cada producto zwj, (1/2)zwi,(1/2) - - zw;, (1/2) se tiene que
S
|2wiy (1/2) 2wy (1/2) -+ 2w, (1/2)] < TT (A + |wil]) = Co
i=1

Y en consecuencia |z¥s¥(1/z)| < (;)Co, para todo z en un entorno D*(0,r
tal que r < min{1/N, e}, y donde ¢ se escoge de tal forma que |a}(z) — a](0)
d,parai=1,...,d, y para todo 0 < |z| < e.

Por la proposicién cada funcion s* = (s¥02%)0(2%)~! es racional,
digamos s*(z) = cp(2)/di(z) para polinomios c(z),dk(2). Como el tinico
posible polo es po se tiene que di(z) tiene que ser un polinomio constante
y en consecuencia

),
|

<

g(z0,w) = w® — st (2wt 4 4 (=1)%5%(2)

= (0 —wz1(2) -+ (W = w2 5(2))

es un polinomio con coeficientes en C[z]. Ahora, este polinomio es un factor
de f(z,w), ya que para cada zg € C — B’ fijo las raices de g(zop,w) = 0
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son raices de f(zp,w) = 0y por tanto Res(g, f)(z0) = 0. Esto fuerza a que
Res(g, f) es el polinomio nulo y por la proposicién g v f tienen un
factor comun, lo que contradice la irreducibilidad de f.

Como X9 es conexo, su clausura también lo es. Pero X es la unién de
X% vy un ndmero finito de puntos y por tanto X es la clausura de X°, un
conjunto conexo. W

Usando la notacién de la discusion tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.23 Sea X una curva algebraica y m: X° — IP’(%: — B la proyec-
cion definida en . Entonces existe una superficie de Riemann X
conexa y compacta que contiene a X como subconjunto abierto, una fun-
cion holomorfa y sobreyectiva p : X — IP’}C que hace conmutar el siguiente
diagrama
X c X
™ Lp (2.5)
PL-B C P

Mas atin, el par (X,p) es tunico, es decir, si (Z,p') es otro par con esta
propiedad, existe un biholomorfismo ¢ : X — Z que hace conmutar el si-
gquiente diagrama:

x 2 Z
p\. S (2.6)
P

Prueba. (Existencia) Sea B = {qi,...,qx}. Alrededor de cada punto g;
podemos escoger una vecindad U; para la cual estén definidas coordenadas
2t U; — D, con z'(¢q;) = 0, donde D denota el disco abierto unitario y tales
que si Ui0 denota el conjunto U; —{¢; }, entonces Ui0 no contiene ningin punto

de B. Escribamos a 771 (U?) como la unién disjunta de abiertos conexos Vig,

T U)) = ViU UV, (2.7)

De la proposicién se sigue que 7 restringido a Vlg es un mapeo recubri-
dor, y por el teorema podemos escoger homeomorfismos ;51 : D* —
UL, gijo: D* — Vzg (D* denota el disco perforado) que hacen conmutar el
siguiente diagrama

p* By
PACH) 7 (2.8)
D+ o

7

donde d;; > 0 es el grado del mapeo 7 restringido a Vl? Para cada ¢ =
1,..., k, escojamos elementos de un conjunto disjunto de X, que llamaremos
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"puntos adicionales", p;j, 7 =1,...,m; y definamos X = XU {p;;}. A este
conjunto le damos la topologia que tiene por base a los abiertos de X° y a
todos los conjuntos de la forma

Wij = {py} U (a1 (U]) N V), (2.9)

para cada abierto U/ C UZ-0 . Para ver que este conjunto es en efecto un base,
basta ver la intersecién de dos conjuntos de las forma W U G, donde W
es unién de conjuntos W;;, también es de esta forma. Pero, por un lado la
interseccién de dos abiertos

Wi = {pi;} U (=~ (U]) N VD),
Wys = {prs} U (Wﬁl(Uw{) N V;g)’

es vacia, si (¢,7) # (r, s) y en caso contrario es igual a un abierto de esta
misma forma

Wi = {py} U (= 1 U N U]) N V).

Por otro lado, si G C XY es abierto, la interseccién G N W;; también tiene
esta forma, ya que es igual a

Wit = {pij} U (=1 (U) N V), con U} = m(U; N G).

De lo anterior se sigue entonces que la interseccién de dos conjuntos (GUW;;)
y (G' UW,s) es una unién de un abierto, G NG’ de X°, y W, donde W es
a su vez una unién de conjuntos de la forma lo cual muestra que este
conjunto es en efecto una base.

Definamos p como la extensién natural de =, es decir, p(p;;) = ¢ ¥
p|xo = 7. Si en el diagrama extendemos a ;1 y 04,2 como 051(0) =
pij ¥ 0ij,2(0) = ¢;. Con la topologfa definida en X es facil verificar que p|Vj;,
donde V;; = VZ(J) U {pi;}, es continua y que o1, 02 son homeomorfismos.

D By
2% | Ip
D wEy;

De la definicién de p se sigue trivialmente que el diagrama (2.5) conmuta.
Por la proposicién [2.2.20| existe un atlas A para X° que hace que p| XY sea
haolomorfa, y que por su unicidad es compatible con el atlas de X° dado

en la proposicién (2.2.2). A A le anadimos todas las cartas de la forma

al.;ll : Vij — D. Se verifica ficilmente que estas cartas son compatibles con
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las de A y que cada carta anadida restringida a X° hace que p|X° sea
holomorfa.

Ahora, X° es conexo por el teorema anterior, y su clausura en X es
precisamente X. Luego X también es conexo. Veamos que es compacto.
Para ello veamos que toda secuencia {x,} en X tiene una subsecuencia
convergente. Como PL es compacto la secuancia z, = p(z,) admite una
subsecuencia convergente. Abusando de la notacién supongamos que la se-
cuencia misma {z,} converge a un punto z € PL. Tomemos un entorno
alrededor de z, U, tal que p~1(U,) = V4 U--- UV, es una unfén disjunta y
p|V; es equivalente al mapeo z — 2%, para un cierto entero d; > 0. Sea
p~Y(2) = {ai,...,a,} la fibra sobre z, donde a; € V;. Cada fibra p=1(z,)
tiene d; preimdgenes en V; y por tanto deberd existir un ag, 1 < k < r, que
es punto de acumulacién de elementos de p~1(2,) lo cual permite extraer
una subsecuencia {z,, } que converge a ay.

(Unicidad)

Supongamos que (Z,p') es otro par que hace conmutar el diagrama .
Para cada ¢; € B podemos escoger U; suficientemente pequenio tal que se
cumple y se da que (p')"}(U;) = Ci1 U--- U Cjs,, donde la unfon es
dijunta y cada Cj; es una componente conexa donde p’ es equivalente al
mapeo z —— 2%, Si U? = U; — {q;}, se tiene que C’?j = Cj; — {c;j} son las
componentes conexas de (p')1(U?), donde ¢;; es el dnico elemento en Cj;
tal que p'(cij) = ¢;. Como 1} conmuta se tiene que VZ? = C’?j, después
de reenumerar las componentes Cj; adecuadamente. Definimos ¢ : X — Z
como la identidad en X° y como #(pij) = cij. Se deja como ejercicio al lector
verificar que ¢ es un biholomorfismo que hace conmutar a (2.6). m



40

CAPITULO 2. CURVAS ALGEBRAICAS



Capitulo 3

Sheaves

Definicién 3.0.24 Sea X un espacio topolégico. Una presheaf de grupos
abelianos en X consta de los siguientes datos:

1. Para cada abierto U C X, un grupo abeliano F (U) .

2. Para cada inclusién V C U de abiertos de X, un homomorfismo de
grupos abelianos pyy @ F(U) — F (V) que satisface las siguientes
condiciones:

» F (@) =0,y para todo abierto U, pyy es el homomorfismo identidad.

= Si W C V C U son abiertos, entonces pywy = pwv © pvu-

Denotaremos una presheaf por {F, pe} 0 simplemente por F. Los elemen-
tos de F (U) se denominan secciones de F en U, y los de F (X)) secciones
globales. Llamaremos a los homomorfismos pyy homomorfismos restriccion
y escribiremos s|;, en lugar de pyy (s), si s € F(U). También es comin
denotar a F(U) por I'(U, F).

La presheaf restriccion de F al abierto U se define como la presheaf que
asigna a cada abierto V' C U el grupo F(V'), con los mismos homomorfismos
restriccién de F, y se denotard por F|U.

Si cada F (U) tiene una estructura adicional, por ejemplo de anillo, 4l-
gebra, médulo, espacio vectorial, etc., y cada pyy es un morfismo en la
correspondiente categoria, diremos que F es una presheaf de anillos, dlge-
bras, mddulos, espacios vectoriales, etc.

En el lenguaje de categorias y functores, la definicién de presheaf puede
expresarse como sigue. Para cualquier espacio topolégico definamos la ca-
tegoria Top (X), cuyos objetos son los abiertos de X, y los morfismos las

41
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funciones inclusién. Una presheaf de grupos abelianos es entonces un func-
tor contravariante de Top (X) a la categoria A, de grupos abelianos.

Definicién 3.0.25 Una presheaf F en un espacio topolégico X es una
sheaf, si para cualquier abierto U C X y para cualquier cubrimiento abierto
{Ua}taca de U se satisface la siguiente condicién: si s, € F (U,) es una
coleccién de secciones tales que 5a|UamUﬂ = 55|UaﬂU,e , para todo U, y Usg,

existe una tnica seccién s € F (U) tal que s, = s[5 en cada U,.

En otras palabras, si las secciones locales en los conjuntos U, coinciden
en las intersecciones, podemos encontrar una unica seccién en U cuyas res-
tricciones son las secciones dadas. Los elementos de F(U) pueden pensarse
en forma intuitiva como funciones en U que satisfacen una cierta propiedad
de cardcter local, como por ejemplo, la continuidad, la diferenciabilidad, la
propiedad de ser localmente constante, etc. Sin embargo, no todas las sheaves
que aparecen en geometria son sheaves de funciones, aunque, como veremos
més adelante, toda sheaf es isomorfa a una cierta sheaf de funciones, con la
restriccién usual.

Ejemplo 3.0.26 Sea X wuna superficie de Riemann. Para cada abierto U C
X, sea A (U) el conjunto de las funciones suaves en U, con la restriccién usual
de funciones. Como ser suave es una propiedad local, se sigue facilmente que
A es una sheaf de anillos en X.

Si X es una superficie de Riemann y O (U) es el conjunto de las fun-
ciones holomorfas en U, la coleccién {O, pe} es una sheaf, lo cual puede
verificarse facilmente, ya que la propiedad de holomorfia es local. De forma
similar M (U), el conjunto de funciones meromorfas en U, es una sheaf con
la restriccion usual de funciones.

Ejemplo 3.0.27 Sea X un espacio topolégico y G un grupo abeliano no
trivial. Sea Gx la presheaf en X, definida por Gx (U) = G, para todo U # @
y Gx (U) = {0}, si U = &, con homomorfismos restriccién pyy = Idg,
sig £V Cc U ypyy = 0,si V = @. Supongamos que X contiene
un conjunto abierto disconexo U, representado como la unién disjunta de
conjuntos abiertos no vacios Uy y Us. Sean aj,a2 € G dos elementos dis-
tintos y s1 = a1 € Gx(U1) = Gy s2 = az € Gx (Uz) = G. La condi-
cién 81|UlmU2 = 32|UmU2 se satisface trivialmente, ya que Uy N Us = @.
Pero, como a1 # ag, no existe ninguna seccién s € Gx (U) = G tal que
sly, =81 sly, = s2. Luego Gx no es una sheaf.

Si G%(U) es el conjunto de funciones localmente constantes en U con
valores en G, y p| denota la restriccién usual de funciones, entonces
{G%, Py} es una sheaf, que se acostumbra denotar por G.
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Ejemplo 3.0.28 77Sea X un espacio topoldgico y p € X un punto. Para
cada U definimos C,(U) = (0),sip ¢ Uy Cp(U) =C,sip € U, y sea
pvu igual a la identidad, si Cp(V) # (0) e igual a la funcién cero, en caso
contrario. Se verifica inmediatamente que C, es una sheaf de C-espacios
vectoriales, llamada la sheaf rascacielos en p.

Definicién 3.0.29 Sea F una presheaf en X y sea p € X. En la unién dis-
junta (J e, F (U) definimos la siguiente relacién de equivalencia: s € F (U)
y t € F(V) son equivalentes si y sélo si existe un entorno abierto de p,
W c UnV,tal que s|y, = t|y. La clase de equivalencia de s se denotara
por s, y se denominard el germen de s en p. Al conjunto F, de clases de
equivalencia lo llamaremos el stalk de la presheaf F en p.

El stalk de F en p tiene estructura natural de grupo abeliano: si s, y
t, son elementos en F,, con s € F (U) y t € F(V), tomemos W, cualquier
entorno de p contenido en U NV. Definimos la suma s, +t, de s, y t,, como
la clase en F, de pwu (s)+pwv (t) . Es claro que esta suma es independiente
de los representantes s € F (U) yt € F (V) , y de las clases s, y t,, asi como
del entorno abierto W.

Notemos también que si F es una sheaf, entonces una seccién s de F en
U estd completamente determinada por sus imagenes en los stalks F,,, para
todo p € U. Es decir, dos secciones s y t en U son iguales, si y sélo si s, = tp,
para todo p € U. En efecto, si s, = t,, para todo p € U, entonces para cada
p existe un entorno U, C U tal que s| U, = t]Up, y como obviamente los U,
cubren a U, se deduce que s =t en F (U).

Ejemplo 3.0.30 Si X es una superficie de Riemann y p € X un punto, el
stalk de O, puede identificarse con el conjunto de series con radio de con-
vergencia positivo » a,z", donde (U, z) son coordenadas locales alrededor
de p tales que z(p) = 0: si f y g son funciones holomorfas definidas en en-
tornos alrededor de p, entonces, si f, = g, implica que f y g coinciden en
un entrono de p y por tanto f oz~ !y go 27! coinciden en un entorno de
cero. Luego en cierto disco alrededor del origen, D se cumple que foz !y
g oz~ ! tienen el mismo desarrollo en serie de potencias alrededor del origen
S ant™ y en consecuencia f(z) = g(z) = Y. anz(z)", para todo z € z~1(D).
Es obvio que esta igualdad implica que f, = gp.

En la categoria de las presheaves en un espacio topolégico X la nocién
de morfismo es la siguiente.
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Definicién 3.0.31 Sean F y G presheaves en X. Un morfismo ¢ : F — G es
una coleccién de homomorfismos de grupos abelianos ¢y : F(U) — G (U),
(uno por cada abierto de X), tal que si V' C U, el siguiente diagrama es
conmutativo
FU) % 6O
‘LpVU, F ‘LPVU, g (3]‘)
FV) %G

donde pyy,F v pvu,g denotan los homomorfismos restriccién de F y G.

Si F y G son sheaves, ¢ se denomina un morfismo, si lo es como morfismo
de presheaves. Si F y G son sheaves de anillos, dlgebras, espacios vectoriales,
etc., ¢ se denomina un morfismo de sheaves de anillos, dlgebras, espacios
vectoriales, etc., si ¢y es un morfismo en la categoria correspondiente.

Los morfismos pueden componerse en forma natural: si o : F — G y
¥ : G — H son morfismos, el morfismo ¥ o ¢ se define en cada U como
Yy oy, vy es facil ver que esta composicién es asociativa. ¢ se denomina un
isomorfismo si existe un morfismo ¥ : G — F, tal que p oy y ¥ o es el
morfismo identidad en G y F.

Lo anterior nos muestra que las presheaves (respectivamente, las sheaves)
en X forman a su vez una categorfa. El conjunto de morfismos de presheaves
de F en G se denotard por Homy (F,G) y es un grupo abeliano, con la
operacion (¢ + ¥)y = ou + Yu.

Proposicién 3.0.32 Un morfismo de presheaves ¢ : F — G induce en
forma natural un morfismo en los stalks @y, : F, — Gy, para cada p € X.

Prueba. Para cada p € X definimos ¢, : 7, — §G,, como la funcién que
envia cada germen s, en F, en el germen (¢y (s))p, donde s es cualquier
representante de s, en un entorno abierto U de p. ¢, estd bien definido,
pues si s1 € F(Uy) y s2 € F (Us) tienen el mismo germen en p, entonces
por definicién existe un abierto V' C Uy N Us, tal que s1|,, = sa|}, . Luego
v (s1]y) = ¢v (s2|y), y por ser ¢ un morfismo de sheaves, ¢y, (s1)], =
vy, (s2)]y, - Por tanto (¢u, (s1))p = (pu, (52))p, ¥y en consecuencia el valor
de ¢, sobre un germen no depende del representante escogido. Es claro que
¢p es un homomorfismo, por la forma como fue definido. m

Ejercicio 3.0.33 Demuestre que todo morfismo de sheaves ¢ : F — G
queda determinado por los morfismos inducidos en los stalks, es decir, si
©, 1) son morfismos de sheaves tales que @, = 1, para cada p € X, entonces

e =1.
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Definicién 3.0.34 Una subsheaf de una sheaf {F, pe} es una sheaf ' que
satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo abierto U C X, F' (U) es un subgrupo de F (U).

2. Cada homomorfismo restriccion pi,; : F'(U) — F'(V) es igual a la
restriccion py | FU) -

Se sigue de esta definicién que, para todo punto p, el stalk .7-'1’3 es un
subgrupo de F,,.

Definicién 3.0.35 Sea ¢ : F — G un morfismo de presheaves. La presheaf
kernel de ¢, cokernel de ¢, e imagen de ¢ se define como la presheaf que
asigna a cada abierto U los grupos ker(¢y), coker pr7, e im(pr), respectiva-
mente.

Proposicién 3.0.36 Sea ¢ : F — G un morfismo de sheaves. La presheaf
kernel de ¢ es una subsheaf de F.

Prueba. Sea {U,}aca un cubrimiento abierto de U. Consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo

ker(py) < FU) & G)
! ! !
ker(ppy,) C F(Uy) eog (Ua)

donde las flechas verticales denotan las funciones restriccion correspondien-
tes. Sea so € ker(ey, ), tal que Sa‘UamUﬁ = SB|UamUB . Como F es una sheaf
existe una seccion s € F (U) tal que so = s[; . Ademds, de la conmuta-
tividad del diagrama se sigue que ¢y (s)|y;, = ¢u, (5a) = 0. Como G es
una sheaf, se tiene que ¢y (s) = 0, y por consiguiente s € ker(py). Para
demostrar la unicidad de s basta ver que si s € ker(py) C F (U) es tal que
s|y. =0 € ker(pp,) C F (Ua) , entonces s = 0. Pero esto es claro ya que F
es una sheaf. m

Observacién 3.0.37 En general las presheaves cokernel e imagen no son
sheaves, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 3.0.38 Sea X = C* = C— {0} el plano complejo menos el origen,
y sean Ox la sheaf de funciones holomorfas (con la operacién suma), y O%
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la sheaf que a cada abierto U le asigna las funciones holomorfas en U que
no se anulan en ningin punto de U, con la operacién producto. Si

exp: Ox — Ok

es el morfismo exponencial, definido por expy : f +— ef, f e Ox(U),
entonces la presheaf definida como U +— im(expy;), no es sheaf. En efecto, si

Up=C—{zeR:x <0}
Uy=C—{zeR:2z >0},

y hacemos fi (z) = z en Uy, fa(z) = z en Us, entonces f; € im(expy,), ya
que U; y Us son simplemente conexos, y en consecuencia puede definirse en
cada uno de ellos una rama log; de la funcién logaritmo, y por consiguiente
funciones g; € Ox(U;), g; = log;(2), que satisfacen exp(g;) = f; en U;. Sin
embargo, no existe una funciéon f € im(expy, y,), con f |U¢ = fi, ya que
esta funcion serfa un logaritmo en X, que, como se demuestra en los cursos
elementales de andlisis complejo, no puede definirse en C*.

La siguiente proposicién muestra que siempre existe una sheaf asociada
(en forma natural) a una presheaf.

Proposicién 3.0.39 Dada una presheaf F, existe una sheaf F y un mor-
fismo 0 : F — F7T, tal que para cualquier sheaf G y cualquier morfismo
¢ F — G, existe un tinico morfismo o : F* — G, que satisface p = @7 of.
El par (F7*,0) es inico, salvo isomorfismos. F es llamada la sheafificacién
de la presheaf F.

Prueba. Comencemos por construir a F+. Para cada abierto U C X, sea
F*(U) el conjunto de todas las funciones s* de U a la unién disjunta
UpeU}'p de los stalks de F en los puntos de U, tales que:

1. para cadap € U, st (p) € F).

2. para cada p € U, existe un entorno V de p, contenido en U, y un
elemento t € F (V), tal que para todo q € V, st (q) = ¢,.

De la naturaleza local de la definicién se sigue facilmente que FT, con
las restricciones naturales, es una sheaf. Sea 6 : F — F ' el morfismo que
para cada U envia s € F(U) en la funcién s*, definida por st (p) = sp.
Se ve sin ninguna dificultad que s* € F* (U), y que 6 es un morfismo de
presheaves.



47

Veamos que se satisface la propiedad universal descrita. Para ello, sea G
una sheaf y ¢ : F — G un morfismo. Tomemos ¢ € F*(U). Por la condicién
2, existe un cubrimiento abierto {Uy}aca de U, y elementos t, € F (Uy)
tales que para todo p € Ua, (ta), = t(p). Como (ta), = (¢g),, para todo

p € Ua MU, tenemos que (¢u, (ta))p = (90, (£5))p: va que

(PUs (ta))p = op((ta)p) = wp((ts)p) = (SOUg (ts))p-

Como G es una sheaf, se tiene que ¢, (ta)|UamUﬁ = YU, (tﬁ)‘Uong , de lo
cual se deduce que existe un tnico v € G (U), tal que ¢y, (ta) = vl -
Definamos ¢t : F* — G como <p$ (t) = v. Note que si p € U entonces
p € Uy, para algin a y

vp = (Vly,)p = (PU. (ta))p = ¢p((ta),) = ¢p (t () -

Esto implica que la definicién de o1 no depende de la coleccién {U,,t,}
escogida, ya que si {U),,t;,} es otra coleccién, y v' es tal que vy, = ¢, (¢ (p)),
entonces v;) = vp, para todo p € U, de lo cual se deduce que v = v en G (U).
Queda por probar que si t = 0y (s), con s € F(U), entonces <p;} (t) =
ou (s) . Pero esto se sigue de la definicién de ¢, tomando el cubrimiento
trivial {U1 = U}, ya que ¢f; (t) ¥ v (s) son ambas iguales a v.

La unicidad de ¢ se sigue del hecho de que cualquier morfismo con las
propiedades de ¢ coincide localmente con ¢. ®

Definicién 3.0.40 Si ¢ : F — G es un morfismo de sheaves, definimos la
imagen de ¢ como la sheafificacién de la presheaf imagen de ¢ y la deno-
taremos también como im(y). Definimos el cokernel de ¢, denotado coker ¢,
como la sheafificacién de la presheaf cokernel de ¢.

Para cada morfismo de sheaves ¢ : F — G, la propiedad universal de
la sheafificacién garantiza la existencia de un morfismo i* : im(p) — G, tal
que T 0 § = 4, la inclusién de la presheaf imy en G.

Definicién 3.0.41 Un morfismo de sheaves ¢ : F — G es inyectivo si
ker(¢) = 0, y sobreyectivo si i* : im(¢) — G es un isomorfismo. Es costum-
bre escribir im(p) = G cuando se quiere afirmar que ¢ es sobreyectivo.

Ejercicio 3.0.42 Demuestre que i es inyectivo y por tanto, im(yp) puede
identificarse como una subsheaf de G.
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Definicién 3.0.43 Diremos que una secuencia de sheaves

i+1

. i—1 L )
'_>P7180—> P&P+1w—>...
es ezacta, si para cada i, ker(¢?) = im(p'~1).

Lema 3.0.44 Sea ¢ : F — G un morfismo de sheaves. Entonces para cada
punto p, (ker(p)), = ker(pp) e (im(p)), = im(pp). Mds ain,

0 — (ker(p))p — Fp — (im(y)), — 0
es una secuencia exacta.
Prueba. Se deja como ejercicio. m

Proposicién 3.0.45 Sea ¢ : F — G un morfismo de sheaves en X. FEn-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El morfismo ¢ es inyectivo.

2. El homomorfismo inducido en los stalks, ¢y, es inyectivo, para todo
p € X.

3. py es inyectivo, para todo U.

Prueba. 1 = 2. Supongamos que ¢ es inyectivo. Entonces ker(¢) = 0. Por
el lema ker(ip) = (ker(p)),, = 0, y por tanto, ¢, es inyectivo.

2 = 3. Supongamos que ¢, es inyectivo, y probemos que ¢y también lo
es. Sea s € F (U), y supongamos que ¢y (s) = 0. Entonces, para todo p € U,
la imagen ¢, (sp) = (¢u (s))p de @u (s) en el stalk G, es 0. Puesto que ¢, es
inyectivo para cada p, se sigue que s, = 0 en F,, para cada p € U. Por tanto,
existe un entorno abierto W), de p, con W,, C U, tal que s|Wp = 0. Como los
abiertos W), forman un cubrimiento de U, y F es una sheaf, s tiene que ser
cero en U, y por tanto, ¢y es inyectivo.

3 = 1. Supongamos que @y es inyectivo para todo U. Entonces

(kerp) (U) = ker oy = 0,
para todo U. Por tanto ker(¢) = 0, y en consecuencia ¢ es inyectivo. m

Proposiciéon 3.0.46 Sea ¢ : F — G un morfismo de sheaves en X. En-
tonces @ es un isomorfismo, si y sdlo si el homomorfismo inducido en los
stalks, @y, es un isomorfismo para todo p € X.
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Prueba. Si ¢ es un isomorfismo, es claro que ¢, también lo es.

Reciprocamente, supongamos que ¢, es un isomorfismo para todop € X.
Para probar que ¢ es un isomorfismo, basta ver que ¢y : F (U) — G (U) es
un isomorfismo, para todo U, ya que esto nos permite definir un morfismo
¥, como Yy = got_]l, para cada U, el cual es obviamente el inverso de ¢.

De la proposicién se sigue que @y es inyectivo. Veamos que oy es
sobreyectivo. Sea s un elemento de G(U). Para cada p € U, de la sobreyec-
tividad de ¢, se sigue que @y, (¢ (p)) = sly, , para algin ¢ (p) € F (Up). Si
p, g son dos puntos cualesquiera de U, se tiene que ¢ (p)|Umeq y t (q)|Umeq
son dos secciones en F (Up NUg) que son enviadas en sy ;. . Por la inyec-
tividad de ¢, estas secciones coinciden, y de los axiomas de sheaf, se deduce
que existe una seccién t € F (U) tal que t]Up = t(p), para cada p. Como

ou (t)|y, = sly,, se deduce que gy (t) = 5. m

Proposicién 3.0.47 Sea ¢ : F — G un morfismo de sheaves en X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. ¢ es sobreyectivo.

2. El homomorfismo inducido en los stalks, pp, es sobreyectivo, para todo
peX

3. Para todo abierto U C X, y todo s € G(U), existe un cubrimiento
abierto {Ua}ocq de U, y elementos to, € F (Uy), tales que y, (ta) =
8|y » para todo Ul,.

Prueba. 1 = 2. Supongamos que ¢ es sobreyectivo. Entonces im(p) = G.
Por el lema im(pp) = (im(p)), = Gp, y por tanto, ¢, es sobreyectivo.

2 = 3. Supongamos que ¢, es sobreyectivo para todo p € X. Fijemos
s € G(U). Por la sobreyectividad, podemos encontrar ¢, € F,, tal que
©p (tp) = sp. Supongamos que ¢, es representado por una seccién ¢ (p) en un
entorno abierto U, de p. Entonces ¢y, (¢ (p)) y sly, son dos elementos de
G (Up), cuyo germen es el mismo, puesto que (oy,(t(p)))p = @p (tp) = 5p.
Por tanto, reemplazando U, por un entorno abierto mds pequeno, si fuera
necesario, podemos suponer que ¢y, (t(p)) = s]Up. Esto proporciona un
cubrimiento abierto {U, : p € U} de U, y secciones t(p) € F (U,) que
satisfacen las condiciones requeridas en 3.

3 = 2. Se sigue claramente de las definiciones.

2 = 1. Si se satisface 2, entonces ¢, es sobreyectivo, y por tanto, tam-
bién lo es i;, donde it : im(¢) — G es el morfismo canénico inducido por la
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inclusién de la presheaf im(¢) en G. Como ya sabemos que este tltimo mor-
fismo es inyectivo, se sigue de la proposicién [3.0.46|que i es un isomorfismo.
[ ]

Corolario 3.0.48 Una secuencia
0-F L FS F -0 (3.2)

es exacta st y solo si para cada p € X la correspondiente secuencia en los
stalks

078 F, 2 F 0 (3.3)

es exacta.

Prueba. De las proposiciones y se sigue que la exactitud en
los extremos de y son afirmaciones equivalentes.

La exactitud de en el medio significa que im(yp) = ker(¢), y como
(im(¢))p = im(p) ¥ (ker(1)), = ker(t,), se sigue que im(i,) = ker(t,), lo
cual demuestra la exactitud de (3.3 en el medio.

Para demostrar el reciproco veamos primero que im(y¢) C ker(¢), lo que
equivale a demostrar que para cada abierto U, y s € F'(U), el elemento
1o(s) es cero. Pero en cada p € U, (¢Y¢(s)), = Yppp(sp) = 0, por la ex-
actitud en el medio de . Como F” es una sheaf, se sigue que ¥p(s) es
cero. Luego ¢ : F' — ker(y)) es un morfismo bien definido. Nuevamente,
de la exactitud de , se sigue que ¢ es un isomorfismo en los stalks y
por la proposicién [3.0.46] es entonces un isomorfismo, y en consecuencia
im(p) = ker(¢)). m

La siguiente proposicién nos muestra que ¢ puede ser sobreyectivo sin
que oy lo sea. El morfismo de sheaves exp es sobreyectivo, como se demuestra
a continuacién, y sin embargo, como se vio en el ejemplo 77,

expy 1 Ox(X) — O%(X)
no lo es.

Proposicién 3.0.49 Sea X = C* y sean Ox y O% las sheaves definidas en
el ejercicio 77. Entonces la secuencia de sheaves

exp

0—27miZ — Ox — 0% — 0

es exacta. Aqui 2miZ denota la sheaf de funciones localmente constantes con
valores en 2miZ y la flecha de la izquierda denota la inclusion.
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Prueba. El tinico punto no trivial es demostrar que el morfismo de sheaves
exp : Ox — O% es sobreyectivo. De acuerdo con la proposicién basta
verificar que para cada zg € X el homomorfismo

. *
exp,, : Oxz0 — Ox 4>

es sobreyectivo.

Para cada punto zp € X y cada e € O}’ZO, existe un entorno abierto
simplemente conexo U de zg tal que e es el germen de una funcién holomorfa
f:U — C*. Como f(z) # 0 para todo z € U, es posible construir una
funcién holomorfa g : U — C tal que f = exp (g) . Basta definir

o) =+ [ J;}gdc,

donde la integral se toma sobre cualquier camino v contenido en U, que una
a zp con z, y wp es cualquier complejo que satisfaga exp(zg) = f(zp). De
aqui se sigue que exp,, (92) = f2o = €, y por tanto, exp,, €s sobreyectivo.
[

Proposicién 3.0.50 Para cada U C X, el functor T' (U, —), de la categoria
de sheaves en X a la categoria de grupos abelianos, es un functor exacto a
izquierda. Fs decir, si 0 — F' — F — F" — 0 es una secuencia exacta de
sheaves, entonces 0 — T'(U,F') — I'(U,F) — T'(U,F") es una secuencia
exacta de grupos.

Prueba. Supongamos que la secuencia
0F S F5F S0
es exacta. Por el corolario para cada p € X, la secuencia
0—F 2 F B F 0 (3.4)
p p p :
es exacta. Veamos que para cada U C X,
0T (U,F) N1 WF ST UF, (3.5)

es exacta. Como ¢ es inyectivo, por la proposicién [3.0.45] ¢y lo es.
Para demostrar la exactitud en el medio, notemos primero que ¥y opy =
(Y o)y =0y =0, lo cual implica que im(py) C ker(yy). Para probar la
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otra inclusién, supongamos que s € I' (U, F) es tal que ¢y (s) = 0. Puesto
que es exacta, ¥y, (sp) = (Yu (s))p = 0, = 0, y por tanto, podemos
encontrar t, € .7-"1’0 tal que ¢, (tp) = 5p. Supongamos que t, es representado
por una seccién t (p) en un entorno abierto U, de p. Como F es una sheaf,
existe una seccion ¢ € I' (U, F) tal que t|;, =t (p), paracadap,y ¢y (t) = s.
Luego s € im(¢y), y por tanto, ker(¢y) C im(¢y). m

Sea F’ una subsheaf de la sheaf F. Para cada abierto U definamos

HU)=FU)/F U),

Y pvUH, como el homomorfismo inducido en el cociente por pyy . Denote-
mos por Ly : F(U) — H (U) al homomorfismo canénico al cociente, y por
[s] a Ly (s). Entonces, para V' C U se tiene que pyyx ([s]) = [pvu,r (5)] =
[s]y/], para cada [s] € H (U). El homomorfismo py 3 estd bien definido, ya
que si [s1] = [so] , entonces s1—sy € F' (U) y por tanto, (s1 — s2)|y, € F' (V).
Luego [s1]y] = [s2|y/] v, en consecuencia, {H, pyyx} es una presheaf de gru-
pos abelianos.

Definicién 3.0.51 La sheaf cociente F /F' es la sheafificacion de la presheaf
H.



Capitulo 4

Cohomologia de sheaves

4.1. Preliminares

Definicién 4.1.1 Un conjunto I, dotado de un orden parcial <, con la
propiedad de que para cada par de indices 7, j € I, existe un entero k € I,
con ¢, j < k, se denomina un conjunto dirigido.

Sean R, un anillo conmutativo con elemento identidad y {M;:7 € I}
una familia de R-mddulos, indizada por I. Supongamos que para cualquier
i, € I, con i < j, existe un R-homomorfismo fj; : M; — M;, que satisface
las siguientes dos condiciones:

1. fi; es la funcién identidad de M;.
2. Para Z7] < ka fk’L = fk] © sz

El conjunto de médulos y R-homomorfismos {M;, fji}ijer se denomina
un sistema dirigido.

Sobre la unién disjunta ;¢ ;M; III definamos la siguiente relacién de equi-
valencia: dos elementos v; € M; y v; € M; son equivalentes si y sélo si existe
un entero k tal que 4,5 < k, y fri (vi) = fi; (v;). El conjunto de clases de
equivalencia, que denotaremos por

UmM; = {[v;] : v; € M;, i € I},

1Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los conjuntos M; son disjuntos. Si
no fuese asi, podriamos reemplazar cada M; por el producto M; x {i}, y dotar cada “nueva
copia” con la misma estructura de R—mddulo de M;.

53
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tiene estructura natural de R-mddulo, donde la accién de R se define como
7 [vi] = [r-v], y la suma de dos elementos [v;] ,[vj] € limM; como

[vi] + [vj] = [fri (vi) + frj (v5)],

con k € I un indice cualquiera, tal que 7,57 < k. Es fdcil ver que estas

operaciones estdn bien definidas y que dotan a lim M; de estructura de

R-médulo, llamado el limite directo del sistema dirigido {M;, fji}ijer-
Para cada M; hay un homomorfismo natural de R-mdédulos

fi o M — UmM;,

que envia a v; en su clase de equivalencia [v;]. Estos homomorfismos satis-
facen f;o fji = fi.

El limite directo, {hLQMz, fi}, satisface la siguiente propiedad universal
(y por tanto, es un objeto unfvocamente determinado, salvo isomorfismos):
dado un R-médulo W y una familia de R-homomorfismos h; : M; — W que
satisfacen h; o f;; = h;, para todo 7 < j, existe un tnico R-homomorfismo
h - imM; — W, tal que h; = ho f;, para todo 1.

Ejercicio 4.1.2 Demuestre que {h_n}lMZ, fi} satisface la propiedad universal
enunciada en el pdrrafo anterior.

Un morfismo entre sistemas dirigidos, {A;, aj;}ijer v {Bi, bji }ijer (sobre
el mismo conjunto indizante I) es una coleccién de R-homomorfismos h =
{h; :i € I}, con h; : A; — B; que hacen conmutar el siguiente diagrama:

4 M B
l aji l bj,' (4.1)
4 4 B

Un morfismo h induce un homomorfismo (que también denotaremos por h)
h:limA; — limB;, que envia [v;] en [h;(v;)]. Esta funcién estd bien definida,
ya que si [v;] = [v;], entonces vj; = aj;v;, y por la conmutatividad de
se tiene que hj(v;) = bji(hi(vi)), y por tanto, [h;(vi)] = [h;(vy)].

Una secuencia de sistemas dirigidos

O—>Az£>BZ&>CZ—>O

se llama ezacta, si la correspondiente secuencia de R-mdédulos es exacta para
cada i.
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Proposicién 4.1.3 Si
i gi
es una secuencia exacta de sistemas dirigidos de R-mddulos, entonces

0 — limA; 5 1imB; % mC; — 0

—r =Tt =

es exacta.
Ejercicio 4.1.4 Demuestre la proposicion anterior.

Ejemplo 4.1.5 Supongamos que N = {N;};c; es una coleccién de sub-
médulos de un R-médulo M tal que si N; y Nj estdn en N, existe un N
en la coleccién, con N;, N; C Nj. Dotemos a I del orden parcial i < j, si
N; C Nj. La condicién anterior implica que I es dirigido. Si ¢ < j, defi-
namos 7j; : N; C N; como la inclusién de N; en N;. Claramente, {N;, 7j; }icr
es un sistema dirigido. El limite directo de este conjunto se denomina la
union directa de los submddulos N;, y puede identificarse naturalmente con
un submoédulo de M que contiene a todos los ;.

Ejemplo 4.1.6 Sea X un espacio topoldgico y p € X. Denotemos por £,
al conjunto de todos los entornos abiertos de p. Si U y V son entornos,
definamos U <V, si V C U. Es claro que E,, con esta relacién de orden, es
un conjunto dirigido. Para cada U € E,, sea C°(U) el conjunto de funciones
continuas con valores reales en U, y si U < V', denotemos por

pvu : CO(U) — CO(V)
[ f’v )

la funcién que envia a f € CO(U) en su restriccién a V. El limite directo,
C) = limyep,C(U),

se denomina el conjunto de gérmenes de funciones continuas en el punto
p, v, a la clase de cada f € C°(U), el germen de la funcién f en p, que
se denotard por f,. Notemos que dos clases de equivalencia f;, y g,, donde
feC%U)yge V) son iguales si y sélo si existe un entorno abierto de
p, W CUNYV, tal que flw = g|lw-.
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4.1.1. o/-Functores

Recordemos que si A y B son sheaves y f : A — B es un morfismo,
entonces fx : A(X) — B(X), que denotaremos por I' f, es un homomorfismo
de grupos. Si f es el morfismo identidad, I'f es el homomorfismo identidad,
y si g : B — C es otro morfismo, entonces I'(g o f) = I'(g) o I'(f). Si
denotamos las secciones globales de una sheaf F por I'E, las propiedades
anteriores muestran que I' es un functor covariante de la categoria de sheaves
en X, Sh(X), a la categoria de grupos abelianos A. Si

0-4LB%C 0 (4.2)
es una secuencia exacta de sheaves, entonces la secuencia
0-rAYrBYrc

es exacta y por tanto, I' es un functor exacto a izquierda.
Nos proponemos construir una coleccién de functores T' = {T"},,>0, de
Sh(X) en A, con las siguientes propiedades:

1. Para cada secuencia exacta corta existen homomorfismos cone-
zion 0" : T"C — T A, n > 0, tales que la secuencia larga
0104 o T poc S g
oA g T e Y ity
es exacta.

2. Si (a,b,c) es un morfismo entre secuencias exactas cortas, es decir, si
el siguiente diagrama conmuta

0-4 LBY%Y c-oo

al ) le
P r 9 i
0—A =B = C'—=0
entonces los homomorfismos conexién 6" : T"C' — T"*1 A’ son natu-
rales, es decir, cada diagrama

T™C _n> Tn+1A
l T e l Tn—f—la
Tnc/ _>n Tn+1Al

conmuta.
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3. T es isomorfo, como functor, a T.

Definicién 4.1.7 Una coleccién de functores T = {T"},,>0 que satisfaga
las propiedades 1 y 2 se llama un J-functor. Si ademds se satisface la tercera
propiedad, diremos que T es un é-functor con componente de grado cero I'.

4.2. Cohomologia de Cech

Sea X un espacio topolégico y U = {U,}4ca un cubrimiento abierto de
X. Para cada p > 0 denotemos por A, al conjunto de todas las (p+1)-tuplas
A, = {(ao,...,ap) : a; € A}, y por (ag,...,a;,...,a,) a la p-tupla que se
obtiene suprimiendo a;. Para cada (p + 1)-tupla en A, denotaremos a la
interseccién Uqy N -+ - N Uy, por Uao,.,,@p .
Sea F' una sheaf en X y definamos CP(U, F') como el conjunto
CPUF)={w:w: A4y~ )  F(Uay,.a,)}

D
(ag,...,ap)EAp

de todas las funciones de A, a la unién disjunta de todos los grupos F’ (Ua07._,,ap),
tales que w(ag,...,ap) € F(Uy,. a,) Para cada p > 0 definamos d; :
CP(U,F) — CP (U, F) como la funcién que envia a w € CP(U, F) en djw,
definida como

p+1

(dZw)(ao, e 7ap+1) = Z(—l)z (,u(CLU, e ,ai, e ,ap+1)|UaO
=0

Proposicién 4.2.1 La coleccion Cgy = {CP(U, F),d},}p>0 es un complejo
de grupos abelianos con homologia de grado cero isomorfa a F(X).

Prueba. Se sigue directamente de la definicién que dZ es un homomorfismo.
Por otro lado, si w € CP(U, F'), entonces, por definicién

p+2
(@ dw)(ao, . ., apra) = Y (—1)Y (dhw)(ao, ..., @j,- .., api2)
§=0
p+2 p+2
= Z(—l)j Z (—1)6(i) w(ag,...,a;,... ,aj, R ,a/p+2)|UaO 77777 - (4.3)
§=0 i=0, i#j
donde (i) =4,s10 <i< jye(i) =i—1,sii> j Por tanto, para cada par
de indices distintos 4, j el sumando w(ao,...,a;,...,qj,... 7a/p+2)’U,10 ,,,,, 2
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aparece dos veces con signos opuestos y en consecuencia la suma es
cero.

Por 1ltimo, la cero homologia es por definicién igual a ker(dy). Pero
w € ker(d) siy solo si

(d?,w)(ao,m) = W(al)‘Uao,al - w(a0)|Uao,a1 =0,

es decir si w(ap) y w(ay) coinciden en Uy, N Uy,, para todo (agp,a1) € Aj.
Como F' es una sheaf, la coleccion {w(a;)} determina una unica seccién
t € F(X), tal que t|; = w(a;). Por tanto Ho(C*(U, F)) puede identificarse
naturalmente con la secciones globales de F', es decir, con F(X). m

A la homologfa n-ésima del complejo C la denotaremos por H"(U, F'), y
se llamarad el n-ésimo grupo de cohomologia de Cech, relativo al cubrimiento
Uu.

Sea V = {V4}1ep un cubrimiento abierto de M que sea un refinamiento
de U, y sea ¢ : B — A una funcién de escogencia para este refinamiento, es
decir, una funcién tal que V, C Uyp), para todo Vi, € V. Sea ¢ la funcién

o’ CPU,F)— CP(V,F)
w — PPw

definida como

(b, by) = w(@bo. . b)ly, (4.4)

,,,,,

Es facil ver que ¢P es un homomorfismo que induce un morfismo de complejos
¢*:C*(U,F) — C*(V, F), y por tanto, un homomorfismo en las homologias
¢* H*(U,F) — H*(V, F).

Ejercicio 4.2.2 Demuestre que d,¢P = ¢*™'dl,, y que por tanto, ¢* es un
morfismo de complejos.

Sean ¢ y v dos funciones de escogencia ¢, : B — A para el refinamiento
V. Definamos

hP : CP(U,F) — CP~Y(V, F)

w — hPw
como la funcién que envia a w en hPw definida como

p—1

WPw(bo, ... bp-1) = > (=1)" w(bo, ..., ¢bi, bbs, . .., vbp-1)ly;,

b ’
; nbp—1
i=0

(4.5)



4.2. COHOMOLOGIA DE CECH 59

Proposicién 4.2.3 h* : C*(U,F) — C* YV, F) es una homotopia entre
los morfismos de complejos ¢® y *. Es decir,

WP — P = db TP + WP, (4.6)
para todo p > 0 (donde d;l se define como 0).

Prueba. Con el propdsito de simplificar la notacién, suprimamos durante
la prueba el simbolo de restriccién de secciones, “|”. Sea w un elemento en
CP(U, F). Por definicién de h?™! tenemos que

I
-M“

R (dDw) (bo, - . . , bp) (=1)'d}w(bo, - . ., $bi, b, ..., bby)

=0
=3 (-1 (~1Yw(af,...,d, ... b)), (4.7)
i=0 j=0

dondea};:qﬁbk, siOSkﬁz’ya%:wbk,l,sii<k§p+1.
Por otro lado,

p
B (WPw)(bo, - bp) = Y (1) hPw(bo, ... by, ..., bp)

=0
p pl .
= Z(_l)j (—D'w(¢cy, ..., dcf, vef, 71/)‘717;—1)7
j=0 =0

(4.8)

dondec,i:bk, si0< k<jyc,i = bg11, si j <k <p—1. Veamos que cada
término de (4.8) aparece en (4.7)) con signo opuesto. Distingamos dos casos:
si 0 <14 < j, el sumando que corresponde a 7, j en la suma (4.8]) es

(_1)i+jw(¢b07 (R qbbl’ wbl’ cee 771Z)/\bj, cee 771Z)bp)'

Pero este sumando es precisamente el término 4, j + 1 de (4.7]), que aparece
con signo opuesto (igual a (—1)7+1). Si j <4 < p—1, el sumando de (4.8))
que corresponde a %, €s

(_1)l+jw(¢b07 v (Zgb\]ﬁ ceey ¢bi+17¢bi+17 e 7wbp)7

que es igual al término i+ 1, j de (4.7]), que aparece con signo opuesto, igual
a (_1)i+j+1.
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Por consiguiente, en la suma ((d% "h?+h?+1dl,)w)(bo, . . . , by) s6lo apare-
cen los términos de que no estén en (4.8)) (2p+ 2 en total). Es fécil ver
que estos términos son precisamente los que corresponden a los ndices ¢, j
con0<i<pyj=ioj=1+1. Notemos que en la suma el sumando
que corresponde a i = 0y j = 0 es precisamente w(tby, ..., ¥b,) v el que
corresponde a ¢ =py j = p+1 esigual a —w(¢by,. .., pb,). Los restantes 2p
sumandos, que corresponden a los indices 0 < ¢ < p,con j =407 =1+ 1,
se cancelan entre si, ya que cada término i,j =i + 1, que es igual a

(—1)%+ w(bo, . . ., By, Dby, Ybiy1, - ., by),

se cancela con el término ¢ + 1,5 =7+ 1, que es igual a

(—1)%F2w(gbo, - . ., i, iy 1, Vbis1, - -, 1by).
En consecuencia vemos que
(& hP + WP )W) (o, - . . by) = w(tbb, . . ., 1bby) — w(bo, - . . , Bby),
y por tanto, (4.6)) es cierta. m

Corolario 4.2.4 Los homomorfismos inducidos en las homologias
Yo% H' (U, F) — H*(V, F)

son iguales, y por tanto, no depende de la funcidn de escogencia para el
refinamiento.

Prueba. La demostracién es una consecuencia directa de la nota 7?7, ya que
P® y ¢* son homotdpicos. m

Al homomorfismo determinado por cualquier funcién de escogencia entre
By A lo denotaremos por

oy HY (U, F) — H*(V, F). (4.9)

Sea W = {W_}.cq un refinamiento de V, y sea 7 : G — B una funcién
de escogencia cualquiera. Es claro que WV es a su vez un refinamiento de U
y que ¢ o 7 es una funcién de escogencia de G a A. De se sigue que
(poT)® =T1°0¢°, y por tanto, que (70 ¢)1°/v,u = Tyyp © ¢Y - Definamos en el
conjunto de cubrimientos abiertos de X, Cubr(X), la relaciéon V > U, si V es
un refinamiento de U. Es fécil ver que esta relacion es en efecto una relacién
de orden parcial en Cubr(X), y que el conjunto {H®*(U, F), s Y, veCubr(X)
es un sistema dirigido.
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Definicién 4.2.5 El limite directo limyecunr(x) H" (U, F) se denotard por

H"(X, F) y se llamara la n-ésima cohomologia de Cech con coeficientes en
la sheaf F'.

Veamos que H = {H"(X, —)}»>0 es un o-functor. En primer lugar, si U
es un cubrimiento abierto cualquiera de X y f : F' — G es un morfismo de
sheaves, definamos

e, (f): CP(U,F) — CP(U,G)

W w
donde w’ estd dada por
W'(ao, -, ap) = fu,,, . ap © w(ag, - ..,ap), (4.10)
para cada (ao,...,a,) € Ap. Es facil verificar que los ¢},(f) son homo-

morfismos de grupos que conmutan con el operador dZ y por tanto, de-
finen un morfismo de complejos, que induce a su vez un homomorfismo
HY,(f) : H?(U, F) — HP(U, G). Por otro lado, se sigue de (4.10) que Hy,(f)
conmuta con los homomorfismos ¢4 y por tanto, al pasar al limite se in-
ducen homomorfismos H*f : H*(X, F') — H*(X, G).

Ejercicio 4.2.6 Verifiqgue las afirmaciones anteriores. Demuestre ademds
que los homomorfismos H*(f) son functoriales, es decir, que H*(g o f) =
HgoH*f y que H*Idp = Idye(x F)-

4.2.1. El é-functor H = {H"(X, —)},>0

En esta seccién mostraremos que H = {H"(X, —)},>0 es un d-functor,
de la categorfa de sheaves, a la categorfa de grupos abelianos, con H?(X, —)
isomorfo a I'(—). Sea

7 h
0—A—B—D-—0, (4.11)
una secuencia exacta de sheaves. Comencemos por construir homomorfismos

conexién 6" : H*(X,D) — H""}(X,A). La secuencia (4.11)) induce una
secuencia exacta de grupos abelianos

0= w4 W e, B) U oo, ).

Denotemos por C*(U, D) a la imagen im(cj,(h)). Es claro entonces que la
secuencia

0 -, A) Y o, B) W G w.p)—o
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es exacta. Si V es un refinamiento de U, los homomorfismos
Yy C*(U,A) — C*(V,A) y ¢y - C°(U, B) — C*(V, B)

inducen un homomorfismo QZ;)U : 6'(1/{, D) — 5"(1), D) que hace que el
siguiente diagrama sea conmutativo:

o (D) e c(h) =
0—-C*U,A) = cCc*U,B) ="C*(U,D)—0

Py Pou Poud (4.12)
v(h)

0—cv, A Wesw By WG v, D) =0
Por el lema 7?7 todo morfismo entre secuencias exactas cortas de complejos
da origen a un morfismo entre las correspondientes secuencias exactas largas:

Hy, (h) ki ;L (0)

H (U, B) 5" H,(C*U,D)) % H" U, A) " HY LU, B)

L &%y | vy Lo onil |
an HYH ()
v

H%(h ~

1w, B) 2 g, p) % i, 4) VLY mey, By
Pasando al limite directo en cada columna se obtiene una secuencia exacta
larga

~uvx, B max,p) Y metx, A) T e (X B) -

N N (4.13)

donde H,(X, D) denota el grupo linyccubr(x)Hn(C*(U, D)). Por otro lado,
si

m: C*(U,D) — C*(U,D)

denota la inclusién de complejos, al tomar homologia se inducen homomor-
fismos
i« H,(C*(U, D)) — H"(U, D). (4.14)

Es fécil ver que la restriccién de ¢, ;, envia a ok (U, D) en c* (V, D), es decir,
que ¢{)7u(5"(u,D)) C C*(V, D) y, por consiguiente, cada diagrama

H,(C*u, D)) “ wuu, D)

Sy | L &y
H,(C*(V,D)) % H"(V,D)
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es conmutativo. Si X es paracompacto (ver apéndice ??), los homomorfismos
7/, inducen, al pasar al limite directo, isomorfismos

™ H,(X,D) — H"(X, D),
como demostraremos a continuacién. Comencemos por probar el siguiente
lema.

Lema 4.2.7 Sea U = {Uy}aca un cubrimiento localmente finito de X, un
espacio topoldgico paracompacto. Entonces, existe un cubrimiento abierto
W = {Wyluea tal que W, C Uy, para cada a € A, y para cada p € X un
entorno abierto V), con las siguientes propiedades:

1. Sip e U, entonces V,, C U,.
2. Sip e Wy, entonces V,, C W,,.
3. SiW,NV, # 3, entonces V, C U,.

Prueba. Por la proposicién 77 del apéndice 77, existe un cubrimiento abier-
to W = {W,o}taea de X tal que W, C U,, para cada a € A. Para ca-
da p € X, como U es localmente finito, sélo existen finitos abiertos de U,
L, ={Uq,,...,Usy} que contienen a p. Es claro que los unicos abiertos en YW
que pueden contener a p estan necesariamente en la lista {W,,,..., Wa, }, ya
que para cada a € A, W, ¢ W, C U,. Sean Way, - .-, W, aquellos abiertos
que contienen a p. Tomemos un entorno abierto V;,l de p tal que

V) CWay NN Wa, NUgy NN Uy (4.15)

Es claro que para este entorno se satisfacen las condiciones 1y 2. Notemos
ahora que si V), es cualquier entorno abierto de p contenido en V;Dl, entonces

las condiciones 1 y 2 siguen siendo vélidas para YN/p.

Ahora, sea W, tal que W, N Vp1 # @, y en consecuencia U, N V;)l €s no
vacio. Como U es localmente finito podemos escoger V;f C VE tal que Vp2
s6lo interseque finitos abiertos W,. Sean S, = {VVaj1 yoony W, } los tinicos
abiertos en W tales que Wa‘jk N VZ # @. Para cada uno de ellos distingamos
dos casos: si para Wajk se Elmple que p ¢ Uajk’ definamos el abierto Ga‘jk
como el complemento de W, (note que p € G“J'k)' Si por el contrario,
p € Uy, , entonces Vp2 C Uy, por la condicién 1. Sea V), = Vp2 N (ﬂa].k Gajk)'
Como observamos antes, las condiciones 1 y 2 se siguen cumpliendo para V,.
Ahora veamos que se cumple 3: si W, NV, # &, entonces W, es uno de los
abiertos de la lista S, digamos W, = Waa‘k' No puede ocurrir que p ¢ U“jk’
yva que p € G. Luego p € Ua].k, y en consecuencia V, C V;,Z CU,;; m
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Proposiciéon 4.2.8 Sea X un espacio paracompacto y D una sheaf en X.
Entonces las inclusiones inducen al pasar al limite directo isomorfis-
mos de grupos abelianos

": H,(X,D) — H"(X, D). (4.16)

Prueba. Denotemos por Q®(U, D) al cociente C*(U, D)/C*(U, D) y por
el homomorfismo candnico al cociente. En forma similar a como se procedié
en (4.12), se demuestra que el homomorfismo inducido en los cocientes

Py QU D) - Q*(V,D)
hace conmutar el diagrama

0 C*w,p) “cow,p) U g w,p)—0

¢1.)7z,{ ! Qs{;,u ! ql.;’z,{ !

(1) ()

0—C*(V,D) = C*(V,D) %’ Q*(V,D)—0

Por el lema 77, existe un diagrama conmutativo:

—1

Huot (@1, D) @ D) S D) Q. )
qu,{ I ¢vul ¢$,ul ml

ot oy (m)

H,a(Q*(v, D)) Hn(C.(V’D))E H*(V,D) =" Hn(Q*(V, D))

)

Pasando al limite se obtiene una secuencia exacta larga

lim H, 1 (Q*(U, D)) *S' (X, D) > H'(X, D) —

—SUeCubr(X)
Cn( ) °
hmZ/{ECubr( X) n(Q (Z/{, D))

Para ver que 7" es un isomorfismo basta probar que

iy cune(x) Hn(Q* (U, D)) = 0,

para todo n > 0. Mostraremos que si w € C"(U, D), entonces existe un
refinamiento V de U = {Us}qea tal que ¢,,(w) € im(c(h)). De aquf se
seguirfa que ¢y, envia la clase de w en H,(Q* (U, D)) en la clase del cero,
y por tanto, es cero al pasar al limite.

Como X es paracompacto, pasando a un refinamiento de U = {Ug }qca
localmente finito si fuera necesario, podemos suponer sin pérdida de genera-
lidad que U es localmente finito. Sean W = {W}aea y {Vp}pex escogidos
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como en el lema anterior. Como h es un morfismo sobreyectivo podemos es-
coger un entorno abierto Vp’ C V), tal que para cada (n+1)-tupla (ao, . .., a,),
con p € Ugy N+ NU,,, existen 14,0, € B(V,) que cumplen que

hv; (Mp,ao....an) = w(ao, . .. ,an)|VI; . (4.17)

Esto es posible ya que U es un cubrimiento localmente finito y en consecuen-
cia p sélo puede estar contenido en finitos abiertos U,. Definamos V como el
cubrimiento abierto V = {V}},cx. Como V) C V}, se verifica facilmente que
las condiciones 1,2 y 3 del lema se cumplen para los Vif, es decir, se cumple
que:

1. Sip € U, entonces V, C Us.

2. Si p € Wy, entonces V) C W,,.

3. Si Wa NV, # @, entonces V, C Us.

Como W es un cubrimiento abierto de X, para cada p; € X podemos
escoger un abierto W,, que lo contenga. De la condicién 2 se sigue que
Vp’i C Wa,, y por tanto V es un refinamiento de W. Sea ¢ : X — A una fun-
cién de escogencia para este refinamiento, es decir, Vj,, C Wy(,,). Para cada
(n+1)-tupla (po, ..., pn), el elemento ¢y, (w)(po, - - ., Pn) es, por definicién,
w(ag, ... ’a")|Vz§o . Veamos que existe ny,,...p, € B(V,, ., ) tal que

,,,,,,

th’O ,,,,, Pn (np07"'7pn) = w(a07 A 7an)’Vp’0 )

lo que demostrarfa que ¢, (w) = ¢j3(h)(n), donde n se define como la fun-
cién n(po; - - - Pn) = Npo,...p,- Si Vyy = @ la afirmacion se cumple triv-
ialmente. Supongamos que esta interseccién es no vacia. Entonces

a#V,

/ !/ !/
05-++3Pn, C V;?O N ‘/pk C V;?O N Wak’

y por la condicién 3, V]fo C U,,, para todo 0 < k£ < n. Por consiguiente,

V;)’O C UgyN---NU,,,. Sean 1y, aq.....an € B (V;J’O) secciones que cumplen (4.17)).
Es claro entonces que (4.17) implica en particular que
hv};om...ﬂvp/n (T]po,ao,...,an |Vp,0 ) = OJ(a07 e an)|VZ;O s

como querfamos ver. W
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7 h .
Teorema 4.2.9 Sea 0 — A — B — D — 0 una secuencia exacta de
sheaves. Entonces existen homomorfismos conexion

6" H"(X, D) — H""(X, A),

y una secuencia exacta larga para H

H7L+1Z'

— X, mx,p) L Hy(x,A) " T (X,B) —
(4.18)

Prueba. Por la discusion anterior, sabemos que la secuencia (4.13]) es exacta,
y que existen isomorfismos (4.16) 7" : H,(X,D) — H"(X, D), para cada
n > 0. Definamos 6" = §" o (7)1, Claramente el diagrama

H(X,B) "™ H,(X,D)% H"(X,A) H" (X, B)

| Idgn(x B) L L Idgn+1(x, ) L Idgn+1(x,B)

(X, B) ™ wrx, D) 2L (x4 TS meti(x, B

(4.19)

conmuta, y como la primera fila es exacta (ya que es precisamente la se-
cuencia (4.13))), la segunda también lo es, es decir, es exacta, como
queriamos demostrar.

Consideremos ahora un morfismo (a, b, c) entre dos secuencias exactas
cortas

H" 14
—

[

al bl d]
04 Lp Bp oo
Para cada cubrimiento abierto U, este diagrama induce un diagrama con-
mutativo

0o, 4) Wesw )y W ewp —o
cla) ] e (b) ] cy(d) | (4.20)

A i (h)

0 couA) ooy W ) o

Aplicando nuevamente el lema ?? y pasando al limite, se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo:

(X, B) " H.x,D) % Hrtl(x,4) TS Hrt (X, B)
| H" | e (d) | g | B+
on (hl) ~ g/n Hn+1il

HY(X,B) "5 H,(x,D)% Hi(Xx,A)"S" H@LY(X,B)
(4.21)
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donde hemos denotado a H_H}uecubr(X)Hn(5° (U, D)) por H,(X,D'),y donde

§m = 5’”(7-’")—1, o = g"(T")_l y 7™ es el isomorfismo
7" H,(X,D') — H"(X, D").

Ahora, de la conmutatividad de (4.20)), y como 7° y 7’® son inclusiones,
se sigue facilmente que el diagrama

c*u,p) = C*U,D)
c*(d) | Let(d)

Cou, D) = oo, D)

es conmutativo. Tomando homologia y pasando al limite se obtiene la con-
mutatividad del diagrama:

H,(X,D) T H'(X,D)

a(d) | | H"d
H.(X, D) = HYX,D')

es decir, (H"d)r" = (7"")c"(d). La conmutatividad del cuadrado central de
nos dice que 6™c*(d) = H"1aé", y como §™ = & (7)1 y §" =
6™ (™) 71, vemos que 6™ (7™)c(d) = (H""1a)d"r". Pero el lado izquierdo de
esta igualdad es igual a §™(H"d)(7") de cual se deduce que (H"*'a)é" =
(H"*1a)6™7™, o en otras palabras, que el diagrama

H"(x,D) % HH (X, A)
l H"d l HnJrla
HY (X, D) & H (X, AY)
es conmutativo. Esto demuestra que H = {H"(X, —)}n>0 es un d-functor.

Finalmente, la proposicién muestra que HO(U, F) ~ F(X). Toman-
do el limite directo obtenemos

HO(X, F) = limyecun HO(U, F) ~ F(X),
y es facil ver que este es un isomorfismo functorial entre H°(X, —) y T.

Ejercicio 4.2.10 Demuestre que H(X, —) yT'(—) son isomorfos como func-
tores.
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4.2.2. Ca&lculo de la cohomologia

Definicién 4.2.11 Un cubrimiento abierto U4 = {U,}qaca de un espacio
topolégico X se llama un cubrimiento de Leray para una sheaf F' en X, si
Hk(UaO,m’an,F) =0, para todon >0 y k > 0.

Teorema 4.2.12 Si U es un cubrimiento de Leray para un espacio para-
compacto X, la cohomologia de Cech H"(X,F) puede computarse como
H"(U, F).

Prueba. Ver C. Cadavid y Vélez J., Topologia y geometria diferenciales en
el lenguaje de sheaves 2005, pdgina 304. ®



Capitulo 5

Teorema de Riemann-Roch

5.1. Formas diferenciales

Sea X una superficie de Riemann, y sea A = {(Uy, 2%)}aca un atlas
para X. Cada 2z puede verse como una funcién a R? que denotaremos
2% = (z*,y*). Es claro que, como cada hg, = 28 0 (2*)7! es holomorfa,
es en particular una funcién suave (de tipo C*°) y en consecuencia X es
una variedad dos dimensional. Mds ain, las ecuaciones de Cauchy-Riemann
implican que el jacobiano de hg, es, en cada punto, una matriz de la forma

b
nulo, ya que hg, es localmente invertible). De aqui se sigue que X es una 2
variedad orientable.

Denotemos por t,(X) al tangente de X enp € X. Sean (z,y) coordenadas
locales alrededor del punto p. Una base para este espacio estd dada por
By, ={0/0x,0/0y}, donde 0/0x y 0/0y denotan los operadores derivacién
parcial en p € X. Sea T,(X) = C®1,(X) la complexificacién de este espacio
en p. Ademas de la base C ® B, , este espacio posee otra base distinguida,
B.z = {0/0z,0/0z}, donde estos dos operadores se definen como 0/0z =
1/2(0/0x —i0/0y) y 0/0z = 1/2(0/0x + i0/0y). El espacio vectorial dual
T (X) tiene en consecuencia dos bases distinguidas By | = {dxz,dy} y B ; =
{dz,dz}. Y el producto exterior A*T}¥(X), bases {dz A dy}, {dz,dz}.

—-b
J = [ ? a ] , y por consiguiente det J = a? + b*> > 0 (J es claramente no

Observacién 5.1.1 1. Un computo simple muestra que una funcién defini-
da en un abierto U C X, f : U — C' es holomorfa en U sii 9f/0zZ =0
en U, ya que esta ecuacién no es otra cosa que una forma compacta
de escribir las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

69
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2. Es inmediato verificar que dz = dx + idy y dz = dx — idy.

Definicién 5.1.2 Una r-forma (r = 0,1,2) en un abierto U C X es una
funcién
w: U — Uper A" T, (X)

a la unioén disjunta de los espacios \"T7 (X), con p € U, tal que:
1. w(p) € N'T;(X)

2. Para cada p € U existe un entorno U, C U, coordenadas locales (z,y)
definidas en U, y funciones suaves f, g, h tales que w = fdx + gdy en
Up, (sir=1),yw=hdz ANdy en Uy, sir =2.

Si para cada U denotamos las r-formas en U por A"(U), entonces, con
la restriccion usual de funciones, {E, p.} es una sheaf de espacios vectoriales
complejos, que llamaremos la sheaf de diferenciales en X.

Por definicién, A° es precisamente la sheaf de funciones suaves definida
en el ejemplo [3.0.26

Notemos que cada w € A"(U) también puede escribirse localmente como
w = fidz+g1dz, sir = 1, (respectivamente w = hidzAdz, si r = 2). El claro
que el suconjunto A?(U) de todas las 1-formas en U que admiten localmente
la escritura w = fidz es un subespacio vectorial de A'(U), y en consecuencia
{AY0 p} es una subsheaf de A'. En forma similar, A%!(U), el conjunto de
1-formas que localmente puede escribirse como w = ¢g1dz, es un subespacio
de AY(U), y es evidente que AL(U) = ALO(U)+ A®}(U). Ademés, esta suma
es directa: si localmente w = fdz = gdz entonces f(p) dz|,—g(p) dz|, = 0 en
T;(X). Pero dz|, y dz|, son linealmente independientes. Por tanto f(p) =
g(p) = 0, localmente para todo p. Luego w = 0.

Por otro lado, el suconjunto de todas las 1-formas de AM9(U) que se
pueden escribir localmente como w = fdz con f holomorfa, es a su vez un
subespacio vectorial, que denotaremos por Q(U). Con la restriccion usual,
{Q, p} es una sheaf en X, llamada la sheaf de diferenciales holomorfos.

5.1.1. Derivada exterior de una forma

Sea X una 2-variedad. Entonces existe una tnica coleccién {d" : A, —
ATXH}T:M de morfismos de sheaves (de espacios vectoriales) que satisface
las siguientes propiedades:

1. En cada abierto U C X, dY, : A°%(U) — A}(U) se define como el
operador que envia cada funcién suave f € A°(U) en el 1-diferencial
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localmente dado por df; f = 8f /dxdx+0f/Oydy, o en la base {dz, dz},
dado por d% f = 0f /0zdz + Of | 0zdz.

2. Para cada abierto U, dj; (w +n) = djyw + dpm, donde w,n € A’ (U).

3. Para cada abierto U, r,s > 0,w € A% (U)yn € A% (U) dj;"* (w A n) =
dijw An+ (=1)"w A dgn.

4. Para cada abierto U, (d{;“l odj;)(w) = 0, para todo w € A% (U) y
r > 0.

Se puede demostrar que en cada abierto U C X, dj; : AL(U) — A?*(U)
envia cada w € AY(U), localmente dada por w = fdx + gdy, en la 2-forma
definida localmente como

dyw = (0f /0xdx 4 Of Jdydy) A dx + (9g/dxdx + dg/dydy) A dy
= (0g/0z — Of /Oy)dx A dy.

En la base {dz,dz}, dj;w = (0g1/0z — 0f1/0Z)dz A dZ, si w = fidz + g1dz.
El lector puede consultar la demostracion de este teorema en (C. Cadavid
y Vélez J., Topologia y geometria diferenciales en el lenguaje de sheaves
2005, Capitulo 4).
Notemos que el operador

dy - A°(U) — AN (U) = AY(U) @ A%H(U)

es la suma de los operadores dllj’o, d%l definidos localmente por

di’(f) = 0f |0zdzydyy (f) = Of /07dz,

y que el kernel de d(z;l es precisamente O(U), ya que f es holomorfa sii
0f/0z = 0. En forma similar, si w = fidz € AY(U), entonces d,w =
(—=0f1/0z)dz Ndz = 0 sii f1 € O(U) y por tanto el kernel de dlU‘ALO(U) =
Q(U).

Proposicién 5.1.3 Las siguientes secuencias de sheaves son exactas:
dO,l

1.0— 00— A" =5 A0 0

dl
2.0 — Qs ALO E’°A2—>o
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Prueba. Del parrafo anterior se sigue la exactitud, excepto por la sobreyec-
tividad. Pero la sobreyectividad de d'0 y dl} 41,0 €8 una cuestion local en
cada punto p € X. Tomando coordenadas locales (U, z) alrededor de p, tales
que z(p) = 0y z(U) = D, es disco abierto unitario, el problema de la so-
breyectividad de la secuencia 1 se reduce a demostrar que dada una forma
fd? en D existe h suave en D tal que Oh/0z = f Para la secuencia 2, hay
que demostrar que si gdz Adz € A%(D), existe hdz con h suave en D, tal que
(—0h/0Z)dz NdZ = gdz NdZ, es decir, que Oh/0Z = —g. Ambas afirmaciones
se siguen del llamado Lema de Dolbeault. m

Lema 5.1.4 (Dolbeault) Si f es suave en el disco unitario abierto D,
existe g suave en D tal que 0g/0Z = f.

Prueba. Ver Otto Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Springer-Verlag,
GTM 81, pdginal05. m

Observacién 5.1.5 Si {(U,,2%) : @ € A} es un atlas para X, dar una
seccién de la sheaf H?(X, Q) en X equivale a dar una coleccién {f,dz®} con
fa € O(Uqs) (fo holomorfa en U, ) tales que en cada U, NUg # @ se cumple
que fgdzﬁ = fadz®. Como dz® = 02%/92°dz" entonces debe cumplirse que
fa = fa02%/02° en U, N Ug.

Ejemplo 5.1.6 Calculemos H°(P!, Q). Sabemos que P! puede cubrirse con
dos cartas (Up, 2°) y (Uy, 2') tales que en Ug N Uy se cumple que z! = 1/2°.
Sea w € HO(PL, Q). Localmente w = fdz°, con f € O(Up) y w = gdz!, con
g € O(U1). En Uy NUy se tiene que

(29)2

gdzt = g92'/02°d2° = g= fd°

De aqui se sigue entonces que —1/(z°)2g = f en UgNU;. Sean f = fo(z20)~?
y g =go (z')7L. Ahora, 2°(Up NU;) = C* y por tanto, para cada z # 0 en
C se tiene que —1/(2%)g(1/z) = f(2), con f y g holomorfas en C. Pero esto
fuerza necesariamente a que g, y por tantof, sean las funciones constantes
0.

En conclusién HY(P!, Q) = (0).

Ejemplo 5.1.7 Sea X = C/A, el toro definido mediante la latiz estdndar
AN =7Z1®Zi,ysean : C — C/A la proyeccién canénica. Sean Uy, Ua, Us, Uy
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los cuadrados de lado 1 y centro 1+4/2,1/2+1/2,i/2 y 1/2, respectivamente.

1/2 + 2 Uz -l—

Lﬁ l

I;’Zt——l— -11+U2

L1 |
. 1;’2U4,

-

Estos cuadrados cubren al cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1] y por tanto V; =
m(U;), i = 1,2,3,4 es un cubrimieto abierto de X. Definamos coordenadas
2t : V; — C dadas por 2! = zo 7!, donde z es la coordenada estdndar

del plano complejo. Vemos inmediatamente que z! = 22,23 = 21 — 1,24 =

2t 2% = 22 — i en cada una de las intersecciones Vi N Vo, Vi N V3, Vi N
Vi, Vo N'Vy. De aqui que dz' / dz? =1 en cada interseccién. Dar una 1-forma
equivale entonces a dar una coleccién fidz’, con f; € O(V;) tales que f; = f;
restringidas a V; NV}, es decir, las f, definen una funcién holomorfa global

en X y por tanto ha de ser una constante. Luego H°(X, Q) = C.

Ejemplo 5.1.8 Computemos la cohomologia H!(P!, Q). En este caso el
complejo de Cech para el cubrimiento Uy, U; estd dado por

0 — QUs) & QUL) -% QUg1) — 0

donde Uy = UpNUy y d(wo,w1) = Wl‘Um - w0|U01 , para 1-formas wg =
fodz®, w1 = fidz! en Q(Up) y Q(Uy), respectivamente. Asi que

d(wg,w1) = frdz! — fod2® = ((;&fl — fo) dz° (5.1)

restringido a Up;. Sean f; tales que f; = floz Como f; € O(U, ) 2HU;) =

C, entonces f; es holomofa en C. Sea fy = Zanz v fi = anz” Luego
n=0 n=0

en Uy podemos escribir fo = Z an(2°)", yen Uy f1 = Z b (z1)". En Up
n=0 n=0
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o0
se tiene que f; = > b,(1/2°)" y por tanto la funcién en paréntesis en 1}
n=0

tiene la forma

;1 - ZO n_ - a ZO n
e St St

En consecuencia la imagen de d en Q(Up;) consiste de todas las funciones

o0
holomorfas en Up; cuyo desarrollo en serie tiene la forma Y ¢, ()" (sin

n#—1
término 1/zp) de lo cual se sigue que Q(Upi)/im(d) ~ Cl/z. Es decir,

HY(P',Q)~C.

Ejemplo 5.1.9 Si C, es la sheaf rascacielos en p € X, H(X,C,) = C.
Por otro lado, si {U,}aca es un cubrimiento de para X, podemos tomar un
refinamiento U’ = {U/, }nca tal que sélo uno de los abiertos V,, contenga a
p € X : basta fijar U,,, un abierto cualquiera que contenga a p, y hacer
Ul, = U, — {p}, @ # ap. Claramente C*(U’,C}) = Cp(Uny NUs,) v la unica
componente de d'¢ no nula es

d*¢ (oo, ag, ) = ((an, ) — (e, ) + (e, arg) = ([, axg).

Luego ¢ € Ker(d") sii ((ag, ) = 0, y por tanto H(X, Cp) = (0).

5.2. Divisores

Definicién 5.2.1 Sea X una superficie de Riemann compacta. Un divisor
en X es una funcién D : X — Z tal que D(p) # 0 solo para finitos p € X.
Un divisor puede verse como una suma formal de la forma D =) n,p, con
p € X ymn, = D(p). Alasuma ) n, se le llama el grado del divisor y
se denotard por grad(D). Se dice que D > 0 si en cada p € X se da que
D(p) > 0. En forma andloga se define D > 0y D > D', si D(p) > 0, para
todop € X y D(p) > D'(p), para todo p € X. La suma de D y D’ se define
en forma natural como la suma de funciones: (D + D’)(p) = D(p) + D'(p).
Con esta suma, el conjunto de divisores Div(X) forma un grupo abeliano.

Sea f una funcién meromorfa en X distinta de cero. El divisor de f
en X se define de la siguiente manera: para cada punto p € X tomemos
coordenadas locales alrededor de p, (Up,z), tales que z(p) = 0. En estas

coordenadas f puede escribirse como f = > a,z", con ng # 0. El orden
n>ng
de f en p, que denotaremos por ord,(f), se define como ng. Sing > 0, p se

denomina un cero de f de orden ng. Y si ng < 0, p se denomina un polo de
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orden —ng. El divisor asociado a f se define como div(f) = Y ord,(f)p.
peX
Notemos que esta suma es finita, ya que el nimero de ceros y polos de f es

finito. Si f es la funcién cero, se define div(f)(p) = +o0, para todo p € X.

Como vimos en la proposicién toda funcién meromorfa f en X
puede verse como una funcién holomorfa f : X — P! a la esfera de Rie-
mann. Por el teorema fundamental, la fibra sobre 0 = [1, 0] y sobre co = [0, 1]
consiste de n = grad(f) preimagenes, contadas con multiplicidad. Pero cada
punto en la preimagen de 0 corresponde a un cero de f, contado con su
multiplicidad, y similarmente con cada punto en la fibra f~!(cc). De aqui
que grad(div(f)) =n—n—0.

Definicién 5.2.2 Una 1-forma meromorfa en un abierto U C X es una
funcién
w:U — Uper A" T;(X)

a la unién disjunta de los espacios N"T7 (X), con p € U, tal que:

1. w(p) € N'T;(X)

2. Para cada p € U existe un entorno U, C U, coordenadas locales (z, U,)
y una funcién meromorfa f definida en U, tal que w = fdz.

Es claro que la presheaf U —— M (U), con la restriccién usual de fun-
ciones, es una sheaf, llamada la sheaf de diferenciales meromorfos, que de-
notaremos por M1,

Observacién 5.2.3 Si {(U,,2%) : @ € A} es un atlas para X, dar una
seccién de la sheaf HO(X, M') en X equivale a dar una coleccién {f,dz}
con fo € M(U,) (fo meromorfa en U,) tales que en cada U, N Ug # @
se cumple que fﬁdzﬁ = fodz®. Como dz® = 02%/02°dz® entonces debe
cumplirse que fz = f,02%/ 027 en U, NU, 3.

Sea w € M*(X). Para cada punto p € X escojamos (U, z%) coordenadas
alrededor de p, en las cuales w = f,dz®, para cierta funcién meromorfa
fo € M(U). Denotemos por ord,(w) al orden de f, en p. Si (U,2") son
coordenadas en U en las cuales w = fgdzﬁ , entonces f, = fg(dzﬁ /dz%) en
U, y como (dzP/dz*)(dz*/dz"?) = 1 en U, se tiene que dz”/dz® # 0 en
todo punto de U, y en consecuencia se da que ord,(f.) = ordy(fg) y en
consecuencia ordy,(w) estd bien definido.



76 CAPITULO 5. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Definicién 5.2.4 Sea D un divisor en una superficie de Riemann X. Para
cada abierto U, sea Ox (D) (U) el conjunto de todas las funciones meromorfas
fen U tales que div(f)(p) + D(p) > 0, para todo p € U. Con la restriccién
usual de funciones Ox (D) es una sheaf, llamada la sheaf asociada al divisor
D.

Notemos que f € Ox(D)(U) si para cada puntop € U con D(p) =n > 0,
la funcién f tiene en p un polo de orden a lo sumo n. Sin < 0, f debe tener
un cero de orden por lo menos n. Por ejemplo, si U = X, y D = 0, entonces
Ox(D)(X) = O(X).

Si el grado de D es negativo, determinemos las secciones globales de
Ox(D)(X):sidiv(f)(p)+D(p) > 0, paratodo p € X, entonces »_ div(f)(p)+
> D(p) > 0. Perosi f # 0 se sigue que Y div(f)(p) = 0y esto implicaria que
grad(D) > 0, lo cual es absurdo. Vemos entonces que H°(X, Ox (D)) = (0).

5.3. Teorema de Riemann-Roch

Sea p € X un punto. Denotemos por P al divisor definido como P(q) = 1
siy $olo si ¢ = p. Si D es un divisor en X, entonces Ox (D)(U) C Ox(D +
P)(U): si div(f) + D > 0 entonces obviamente div(f) + D + P > 0. Sean
(Ug, z) coordenadas locales alrededor de p tales que z(p) = 0. Sea U un
abierto arbitrario de X que contiene a p. Si f € Ox(D+ P)(U) y D(p) = no,
entonces ordy,(f) +mno+ 1> 0y por tanto f puede escribirse como

f= c_(nOH)z_("OH) + términos en z de grado mayor.
Si C) es la sheaf rascacielos en p, definamos pyy : Ox (D + P)(U) — C,(U)
como la funcién cero, si p ¢ U y como py(f) = C_(ng+1); S1 p € U. Entonces
la secuencia

0— Ox(D) -5 Ox(D+P) -2 Cp,—0

es exacta, donde 7 denota la inclusién. La exactitud de los stalks en cualquier
q # p es clara, ya que (Cp), = (0) y Ox(D)y = Ox(D + P),, ya que en
un entorno abierto V' de ¢ suficientemente pequenno que no contenga a p
Ox(D)(V) = Ox (D + P)(V). Por otro lado, la exactitud en p se sigue en el
punto medio de la secuencia, ya que si f, = c,(noﬂ)z*(”ﬁl)—i— Cnp2 04
entonces pp(fp) = c_(no41) = 0 sii f € Ox(D),. La sobreyectividad de p,
es clara. De la secuencia exacta de cohomologfa, y del ejemplo se sigue
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que

0 — H(X,0x (D)) — H(X,0x(D + P)) - C — (sq)
— HY(X,0x(D)) — HY(X,0x(D + P)) — 0

—

es exacta.

Definicién 5.3.1 Sea X una superficie de Riemann compacta. A la dimen-
sién del espacio vectorial H!(X,O) se le denomina el genus (género) de X.

Es un teorema no trivial demostrar que g = dimc H'(X,O) es finita
(Ver Otto Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Springer-Verlag, GTM,
pagina 115).

Teorema 5.3.2 (Riemann-Roch) Sea D un divisor en una superficie de
Riemann compacta de genus g. Entonces H(X,Ox (D)) y H' (X, Ox (D))
son espacios vectoriales de dimension finita y se cumple que

dim H°(X,Ox (D)) — dim H'(X,0x(D)) = 1 — g + grad(D)

Prueba. Veamos primero que el teorema es cierto para D = 0. En este
caso Ox(D) = Oy H'(X,0x(D)) = O(X) =C y dim H'(X,0) =gy la
formula se satisface trivialmente.

Sea P el divisor de un punto p € X. Veamos que el teorema (RR) se
satisface para D sii se satisface para D + P. La secuencia (?7) se puede
partir en dos secuencias

0 — HY%X,0x(D)) — HY(X,Ox(D + P)) — im(p) — 0 ((1))

0 — C/im(p) — HY(X,0x (D)) — HYX,0x(D+P)) — 0 ((2))

Si RR es cierto para D entonces HY(X,Ox (D)) y HY(X,Ox (D)) son
espacios de dimensién finita. Como dimim(p) + dim(C/im(p)) = 1, de la
secuencia (1) se ve que

dim H*(X, Ox (D + P)) = dimH°(X, Ox (D)) + dimim(p)
Y de la (2) se ve que

dimH' (X, Ox (D + P)) = dim H'(X, Ox (D)) — dim(C/im(p))
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Luego estos dos espacios son finito dimensionales y obviamente

dim H(X, Ox (D + P)) — dimH (X, Ox(D + P)

= dimH%(X, Ox (D)) + dimim(p) — dimH' (X, Ox (D)) + dim(C/im(p))
= dim H(X, Ox (D)) — dim H(X, Ox (D)) + 1
=1—-—g+grad(D)+1=1—-g+grad(D + P).

Un argumento similar demuestra que si RR es cierto para D+ P también
lo es para D.
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