Quiz I - Algebra Lineal

Septiembre 22 de 2008

(3 Puntos) I. Responda falso o verdadero justificando -mateméticamente- su respuesta.

(i) La aplicacién T : R? — R? dada por T( 1 ) = ( 2012 > es una transformacién
To 2x1 + x2

lineal.

(i) SiT:R? - R?y S : R? — R? son transformaciones lineales, y T(¢1) = S(&1), T(€2) = S(&>),
donde {€7, €} es la base canénica de R?, entonces

T(%) = S(Z)

para todo & € R2.

(3 Puntos) II. Sea T : R® — R? la transformacién lineal dada por

z 1+ 3
T T2 = 1+ T + 3
T3 21 — x9 + 3
1. Encuentre la matriz A, de la transformacién y compruebe que T(Z) = A,& para todo
T1
T = ) € R3.
T3

2. Encuentre el ntcleo (espacio nulo) y el rango (espacio imagen) de T'.

3. Es T invertible? En caso de serlo dé una férmula explicita para T~ 1(Z).

Solucién

I

(i) FALSO. Una aplicacién T entre espacios vectoriales es una transformacién lineal si se verifican

las relaciones

(1) T(@+9) =T(&) + T(9),



(2) T(aF) = oT().

En este caso, si & = ( 1 > , U= < y1 > € R?, entonces
T2 Y2

o Z1 4w 2(z1 +y1) (2 + 12)
T =T =
(T +7) ( T2+ Yo ) ( 21 +y1) + (22 +y2) )7
mientras que
- . x1 Y1 2x122 29192 x5 + 24192
T(@)+T(F) =T T = B
(2)+T() (ac2 >+ (y2 ) (2m1+9€2 >+( 291 + Yo ) <2(x1+y1)+(x2+y2)

luego T' no es una transformacion lineal. En realidad, ninguna de las condiciones que definen
una transformacién lineal se verifica: Si o € R,

o axq . 2022129
I(az) _T< azTs > o ( 201 + aza )

o r1 ) a(22122)
oT(7) _QT( X9 > - < a2z + x2) > ’
(ii) VERDADERO. Si B = {&),&} es la base canénica de R? entonces, para cualquier ¥ =
T

T2
lineales tales que

mientras que

€ R? tenemos & = x1€1 +x262. SiT: R? — R? y S : R? — R? son transformaciones

entonces
T(’f) = T(x1€1 + 1'252) = $1T(51) + $2T(€2) = xlS(é'l) + $QS(€2) = S(:clé'l + 1’252) = S(f),

luego la afirmacién es verdadera. (También se puede argumentar que las dos matrices, las
correspondiente a Ty a S, son iguales.)

I1.
1 T1+ X3

1. La transformacion lineal T estd dada por T | o = x1 + T2+ x3 luego, para
I3 21‘1 — T2 + I3

encontrar la matriz A, de la transformacion, basta observar el efecto de ésta en la base
candnica de R3:

1 1 0 0 0 1
Tl 0 )=(11|, T| 1 |= 1 , T1 0 |=1|1
0 2 0 -1 1 1
Entonces, la matriz de T es
1 0 1
A,=|1 1 1],
2 -1 1



T

la misma matriz del parcial anterior. Finalmente, si & = | x4 € R3, es facil ver que
Zs3
1 0 1 T 1+ 3
ATf = 1 1 1 To = xr1 + T + 23 = T(f)
2 -1 1 I3 2£E1 — X2 + I3

2. El espacio nulo de T es el conjunto de vectores que se anulan bajo T', es decir el espacio nulo
de A,. Para calcularlo hacemos reduccién de Gauss:

1 0 1 1 0 1 1 0 1
11 1 |20 1 o | P20 10 0
2 —1 1 2 1 1 0 -1 -1
10 101
Bmbatb g 1 o | B23% 01 0 |,
00 -1 00 1

lo que nos da como unica solucién ;1 = xo = x3 = 0, luego
Nr ={0}.
Como T : R? — R3 y su espacio nulo es trivial, su espacio imagen debe ser R3.

3. Podemos concluir, a partir del resultado anterior, que T es invertible ya que su matriz lo és
(sus tres vectores columna son vectores linealmente independientes, correspondientes a los
tres pivotes en la reduccién), y su inversa estard dada entonces por

1/ _ A—1=
T (Z) = A7,

La matriz inversa de A, ya calculada en el parcial anterior, se encuentra mediante la siguiente
reduccién:

1 0 1|1 00 1 0 1]1 00
11 1o 1o |00 1 o1 1 0 |RTEER
2 -1 10 0 1 2 -1 1]0 0 1
10 1]1 00 10 0]-211
0 1 0 -1 1 0 FIHE;FFS 01 0 11 0 F3——F3
00 -1|-3 11 00 —1|-3 1 1
100|-2 1 1
01 0/-1 1 0 |,
0o 01,3 -1 -1
—2 1 1 -
luego A;l = -1 1 0 y,sid=| x2 |,
3 -1 -1 s
-2 1 ! =271 + 23 + 23
TN @H) =AF= -1 1 0 T | = — %1 + 2
3 -1 -1 x3 31’1 — T9 — T3



