MATE-1105-1 - ALGEBRA LINEAL - PARCIAL 1

NOMBRE: cODIGO:

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier
otro medio electrénico. Toda respuesta debe estar justificada matematicamente.

I. Considere el siguiente sistema no homogeneo de tres ecuaciones lineales con tres incognitas:

2%1 —+ X9 =4
1+ 2209+ 13 = 2
Ty + 2x3 = —4.

[1 Puntol. Escriba el sistema en la forma AZ = b, donde A es una matriz y Z, b € R3.
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Puntos]. Diga si el sistema tiene una tnica solucién, infinitas soluciones o ninguna solucién. Si
existen soluciones encuentrelas todas.

Puntos]. Diga si la matriz A es invertible y, si lo es, encuentre su inversa.

Puntos]. Diga si el vector b es combinacién lineal de las columnas de la matriz A y, de serlo,
encuentre una combinacién lineal.

. . 1 -1 2 2 5
II. Considere las matrices A = ( 9 _9 1 ) y B= ( 1 3 )

Puntos]. Encuentre las matrices AT B y BT A.
Puntos]. Encuentre las matrices ATA y BTB. ;Es B” la inversa de la matriz B?

III. Responda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta.

Puntos]. El conjunto W = {Z € R?| | & |= 1} es un subespacio vectorial de R?.
2 1 0
Puntos]. El conjunto B; = 11,12],(1 es una base para el espacio columna de la
0 1 2
matriz A del punto I.
2 1 3
Puntos]. El conjunto By = 11,121],]3 es una base para el espacio columna de la
0 1 1
matriz A del punto I.
T
Puntos]. La dimensién del subespacio W = 2o | €R3| 2y =23 » de R3 es 2



2 NOMBRE: CODIGO:
Solucién
I
2x1 4+ x2
a. El sistema no homogeneo de ecuaciones ¢ z; + 2z + 3 = 2 se escribe, en forma
i) + 2%3 = 74.
matricial,
2 10 T 4
1 2 1 To = 2
01 2 T3 —4

b. Para saber si el sistema tiene una tinica solucién, infinitas soluciones o ninguna solucién,
reducimos la matriz aumentada correspondiente:

2 1 0] 4 1 2 1] 2 1 2 1
12 12 | ™21 04 |20 -3 -2 Fom3hgths
01 2|4 01 2|4 0 1 2 | —4
R RS L A L Y PR R
0 0 4 |-12 0 0 4]-12 0 0 1]-3
asi que el sistema original tiene solucién unica (pues las tres columnas son pivotes) y
T =2— 219 — I3 1
es equivalente a { x5 = —%xg , es decir que ¥ = 2 es la solucion tnica
r3=—3 -3

al sistema.
c. Dado que el sistema tiene solucién tnica la matriz A es invertible. Para calcular su
inversa aplicamos nuevamente reduccién:

2 1 0[1 0 0 1 ool 3 -1 3
12 1/010])~|010[-3 1 -5,
1 1 3
01 2(0 01 0015 —35 2
asi que
31 1
4. 2 4
A= Z1 o1 1|,
IR
4 2 4

como se comprueba facilmente multiplicando por la matriz A.

d. Dado que el sistema de ecuaciones de la parte a. tiene solucién tnica, el vector b si es
combinacién lineal de las columnas de la matriz A y, de hecho, la Gnica combinacién
lineal posible es la dada por la solucién a tal sistema:

. 4 2 1 0
b= 2 =M1+ (2]+(-3) |1
—4 0 1 2
1 2
I1. Tenemos que A = L-12 cduego AT = -1 -2 | yB= 25 , luego
2 -2 1 9 1 1 3

2
T _
B <5

)
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a. Calculando el producto encontramos que

4 11

ATB=| -4 -11

5 13

y
4 -4 5
TA_ (ATR\T _
BTA=(A"B) _<11 —11 13)'
b. Calculando el producto encontramos que

5 —5 4
ATA=| -5 5 —4
4 —4 5

II1.

v, (5 13
BB(B 34 )

Podemos concluir entonces que B” no es la inversa de la matriz B, porque BT B # I.

FALso. El conjunto W = {# € R?| | #|=1} no es un subespacio vectorial de R?,

puesto que | 0 |= 0 # 1, luego W no contiene al vector 0 = 8
2 1 0
. VERDADERO. El conjunto B; = 11,121],]1 es, por definicién, un conjunto
0 1 2

generador para el espacio columna de A, y es una base para él porque la reduccién
de la parte a. del punto I. mostré que los tres vectores son, ademds, linealmente
independientes.

2 1 3
. FALso. El conjunto By = 11,121],]3 no es una base para el espacio
0 1 1
columna de la matriz A porque los vectores no son linealmente independientes. Una
2 1 3
relacién de dependencia entre ellos es, por ejemplo, | 1| + | 2] =13
0 1 1
xq
. VERDADERO. SiwW € W = g | € R3| 21 = x5 p, entonces
T3
I 1 0
W= 22| =21 0] +22]|1
X1 1 0
y, dado que los dos vectores al lado derecho son linealmente independientes, el conjunto
1 0
Bw = 01,1 es una base para W. Asi, la dimensién de W es 2.

1 0



