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MATE-1105-1 - ALGEBRA LINEAL - PARCIAL 2

NOMBRE: cODIGO:

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier
otro medio electrénico. Toda respuesta debe estar justificada matematicamente.

1 -1

I. Considere los vectoresa = | —1 |y b= 0 en R3.

Puntos].
Puntos].

0 2

Calcule el area del tridngulo determinado por los vectores @, b ya— b.

—

Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, by @ x b.

IT. Sea P,[z] el de polinomios de grado menor o igual a 2, con coeficientes reales, y R? el
espacio euclidiano en dos dimensiones con las operaciones usuales.

Puntos].

Puntos].

Puntos].

Puntos].
Puntos].

Puntos].

Pruebe que los conjuntos Bp = {1 — x,z,x + 2?} y Bp = {( 1 ) ) ( 711 )} son

bases para P;[r] y R?, respectivamente.

Encuentre el vector [p(x)]p, de coordenadas del polinomio p(z) = 2+ 8z + 622 respecto
a la base Bp.

Demuestre que la aplicacién T : Py[x] — R? dada por

_ ( p"(0) = p(0)
T o) = (24 )
es una transformacién lineal.
Encuentre el nicleo (espacio nulo) Np y el rango (espacio imagen) Ry de la transfor-
macién lineal T'.
Encuentre la matriz de la transformacion lineal T respecto a las bases Bp y Bp dadas

anteriormente.
Encuentre el vector [T'(p(x))]s, de coordenadas de T'(p(x)) respecto a la base Bg.

III. Responda falso o verdadero, justificando matemaéaticamente su respuesta.

Puntos].

Puntos].

Existe una transformacién lineal T : R? — R? cuyo rango (o espacio imagen) es el
espacio R3.
Si d, b € R?, los vectores @, b y @ x b forman una base para R3.
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Solucidon

a. El drea del tridngulo determinado por los vectores a = -1 y b = 0
0 2

y d— b en R3 es la mitad del 4rea del paralelogramo determinado por d y 5, es decir

axh b -2
-2
2 i x b ~1

X UL A

(+ ver figura.)

b. El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, b y C esta dado por

-

V= (@x b,

asi que, en este caso,

-,

V=|@G@xb) (@xb)|=]axb?=09.

II.

a. Como sabemos que dim P,[z] = 3, basta demostrar que el conjunto Bp = {1—z,z,x+
22} es linealmente independiente para verificar que es una base. Si

a1 (1 —z) + ag(z) + az(z + 2%) = 0,

tenemos que a; = 0, —a1 + a2+ a3 =0y az3 =0, asque o = ag = a3 =0y
el conjunto es una base para P[x]. De igual forma, como dimR? = 2 y los vectores

1 -1 . .
( 1 ) y ( 1 ) no son proporcionales, el conjunto B es una base para R2.

b. El polinomio p(z) = 2 + 8z + 62 se escribe, como combinacién lineal de los elementos
de la base Bp, como

p(x) =2 + 8z + 62° = 2(1 — ) + 4(x) + 6(z + 22),

asi que su vector de coordenadas respecto a la base Bp es

c. La aplicacién T : Py[x] — R? dada por
p"(0) = p(0) )
T (p(x)) =
o= (28
es una transformacién lineal, pues si p(z) = ag + a1z + azx?, q(x) = by + b1z + bex? €
Pylz] y o € R, se satisfacen:

(@
T (o) +ato) = F2 T Tl E ) < (BT (B )~ Tt rate)

y
(b)

Tapla)) = (2027000 ) —a (2700 ) <ol

aag — aaq ap — ay
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d. El nicleo (especio nulo) de T es, por definicién,
Nr ={p(z) € P2lz] | T'(p(z)) = 0}

y por la definicién de la transformacién, p(z) = ag + a1z + a22? € Nt si y solamente si

)= (220 )= (0):

es decir si ag = a1 = 2as = 0, luego p(x) € Nr si y solamente si p(z) = ag + apx +
%aon =ap(l+2x+ %xQ), asi que

1

Para encontrar el rango (espacio imagen) de la transformacién lineal T' es suficiente
recordar que dim Py[z] = 3 y dim Ny = 1, luego, por la ecuacién del rango,
dim Ry = dim P z] —dim Np =3 — 1 = 2,
luego Ry = R2.
e. La matriz de la transformacién lineal T respecto a las bases Bp y Bg es, por definicién,

| | |
[Mr]5E = [T(1—|w)]BE [T(l‘|)]BE [T(x+|932)]BE

Dado que la transformacion estd dada por

s = (223 )= () 1 5+ (3):

tenemos que

T(l—x)=<21) T(x)z(_ol) T(a:+a:2):<_21)

P 1 -1 .
y, en términos de la base Bp = { ( ) , ( 1 ) }, estos vectores tiene coordenadas
1

) T (1) meran=( 2 ),

(1= o)las = (

NG| =

entonces la matriz de la transformacion respecto a las bases dadas es

1 _1 1
vl = (3 71 3 )
2 2 2
f. Podemos calcular el vector [T(p(z))]p, de coordenadas de T'(p(z)) respecto a la base
Bpg de dos formas diferentes: calcxulando directamente la imagen de p(z) bajo T, o

usando la matriz de la transformacién y el resultado del numeral b. En efecto,

2
_1 1
Ca) e )-(%)
—3 3 6 -8
y, calculando con estas coordenadas,

o=@ (5 )+ (7 )=( 1)

como puede demostrarse directamente.

T(p(o)ee = Mr1ZE b, = (

IIT.

a. FALSO. No existe una transformacién lineal T : R? — R? cuyo rango (o espacio
imagen) sea el espacio R3, pues la ecuacién del rango para tal transformacién lineal
seria 2 = dim Ny + dim Rp, lo cual es imposible si dim Ry = 3.

b. FaLso. Siady b son vectores paralelos en R3, el vector @ x b es 0, luego estos tres
vectores no formarian una base para R3.



