Primer Examen Parcial — Tema B Algebra Lineal Febrero 14 de 2020

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico.

Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matematicamente. Firme y entregue

el enunciado junto a la hoja de examen. Tiempo maximo 1 hora y 20 minutos.

Nombre: Cédigo:
3 2 6
1. Considere los vectoresX=| 0 |, y=1| -2 |,Z= 3 € R? y las matrices
3 1 —6

1 -1 112 -3 -3 -3
A_<2 0 ) B_<2 2 1) Y C_<—2 2 2 )

Responda falso o verdadero, justificando matemdticamente su respuesta.
i. A’2B=C.
ii. AZ—A=2l
iii. BX = 3%.
iv. |%x¥] = Izl
v. El vector X 4+ ¥ es perpendicular al vector X — ¥.
vi. Proyg, ¥ = 0.
vii. El 4rea del paralelogramo generado por los vectores X y ¥ es igual a 81.
viii. El volumen del paralelepipedo formado por los vectores X,y y X + ¥ es igual a 81.

ix. El volumen del paralelepipedo formado por los vectores X,y y X X ¥ es igual a 81.

(9 puntos)
z+y—3z = -1
2. Considere el sistema de ecuaciones lineales 2z —y = 1
3xr—y—z = 1

i. Escriba el sistema en forma matricial AX = b.
ii. Demuestre que el conjunto de soluciones del sistema es una recta en R3.

iii. Encuentre la ecuacion del plano normal a la recta del enunciado anterior que pasa por el
punto (1,—1,1).

z+y—3z = -1
iv. Demuestre que el sistema de ecuaciones r+2y+z = 0 tiene solucién tnica y en-
3r—y—z = 1

cuentrela.

(11 puntos)
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Solucién

1.

i. Verdadero. Primero,

#=e 0 )G)=(0 )

asi que
o= (5 L) (aa1)- (55 5)-c
ii. Falso. . . . . -
A A:<_2 :2>—<2 0 >:<_o 2):—2|7é2|
iii. Falso. 5 0
- 1 1 2 9

(e i) ()= ()7 (8

iv. Verdadero. Hay varias formas de hacer este ejercicio. Primero, como |X X ¥| = |X||¥]sin€ y

Xy = |X||¥] cos 8, donde 6 es el dngulo entre los vectores X y ¥, podemos calcular explicitamente
el angulo entre ellos usando el producto punto y sus normas:

£.§=9 %-%=18y y-y=09,

luego 9 = v/18v/9 cos b, es decir que cos = 12 = sinf (porque 0 = 7), asi que

S

H_»

»

q L=
Xy = EHXIIHyH-

También se puede calcular directamente: X X y = 3 y, entonces

v. Falso. Calculando directamente:

5 1
g+y=| -2 |, x-y=[2] v &+9 -®-5=9%0,
4 2

luego el vector X + ¥ no es perpendicular al vector X — y.

vi. Verdadero. Dado que Proy & = (%) B, y los vectores y y X x ¥ son perpendiculares,

PrOiny‘y =0.
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vii. Falso. El drea del paralelogramo generado por los vectores X y ¥ es igual a [X X ¥, y X x ¥ =
6

3 , luego el area del paralelogramo es igual a 9.
—6

viii. Falso. El volumen del paralelepipedo formado por los vectores X, ¥ y X + ¥ es igual a 0, ya que
el vector X + ¥ estd en el plano que contiene a los vectores X y y:

3 0 3

Vol=ldet [ 2 =2 1 ||=|@)des( 2 1) +@det( 2 72 )| =13)(=6) + (3)(6)] = 0
-2 4 5 —2
5 —2 4
ix. Verdadero. El volumen del paralelepipedo formado por los vectores X,¥ y X X ¥ es igual a 81:
3 0 3 9 1
Vol=|det| 2 -2 1 = ‘(3) det ( > + (3) det < ‘ + (3)(18)]
3 —6
6 3 -6
r+y—3z = —1
2. Considere el sistema de ecuaciones lineales 2r —y = 1
3r—y—2z = 1
i. El sistema en forma matricial AR = b es:
1 1 -3 x -1
3 -1 -1 z 1
A % 5

ii. Para encontrar el conjunto de soluciones del sistema, consideramos la matriz aumentada y llevamos
a cabo la reduccién correspondiente:

1 1 -3|-1 1 1 -3|-1

2 -1 0] 1 | 0 =3 6 | 3 —

3 _1 _1 1 F2!—)F2—2F1 3 _1 _1 1 F30—)F3—3F1
1 1 -3|-1 1 1 -3|-1 11 -3|-1
0 -3 6| 3 0 1 -2|-1 |——— | 0 1 —-2|-1

0 -4 8| 4 ) o3P \ g —g g |4 ) B2BHE g o o]0

. — = -1 .
Asi, el sistema se reduce a { Ty -3z , es decir que
y—2z = -1
y = —142z2
T = —1l-y+3z2==2
lo que implica que la solucién general tiene la forma
x z 1 0
X=|wy | = -142z | =2z 2 |+ -1 ],
z z 1 0

para cualquier z € R, que es la ecuacién vectorial de una recta en R? que pasa por el punto
(0,—1,0) y cuyo vector director es (1,2,1).
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iii. Para encontrar la ecuacién del plano normal a la recta del enunciado anterior, que pasa por el
punto (1,—1,1), solamente necesitamos el vector normal al plano N = (1,2,1) y el punto dado.
Si X = (z,y, z) es cualquier vector en el plano, debera satisfacer la ecuacién

que, en este caso, es
(1,2,1) - (x — L,y+ 1,2 —1) =0,

asi que la ecuacién del plano normal a la recta es = + 2y + 2z = 0.

z+y—3z = -1
iv. Finalmente, observe que en el sistema de ecuaciones r+2y+2z = 0 aparecen las dos
Jr—y—z = 1

ecuaciones independientes del punto ii. (dos planos que se intersectan en una recta) y la otra
(la segunda) es justamente la encontrada en el enunciado anterior (un plano ortogonal a la recta
de interseccién de los dos planos), asi que el sistema debe tener solucién tunica. Haciendo la
correspondiente reduccién encontramos tal solucién:

1 1 -3]|-1 1 1 -3|-1
1 2 1 0 | 1 2 110
3 _1 _1 1 F3D—)F3—3F1 0 _4 8 4 FQI—)FQ—F1
1 1 -3]-1 1 1 -3|-1 1 1 -3]-1
0 1 4|1 — 01 4|1 —— | 0 1 4 | 1
0 —4 8|4 ) Boif \g 1 —2|-1) """ oo —6|-2
z+y—3z = -1
Asi, el sistema se reduce a y+4z = 1 | es decir que z = %, y=1—-4z = —% y
—6z = -2
r=z= %, luego la solucién que buscamos es
1
3
2 1
X=[ —z
l3
3
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