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Area de un paralelogramo

Dados dos vectores Vv y w no paralelos en
el plano R?, el paralelogramo generado por
ellos es el que muestra la figura.

Para calcular el drea de tal paralelogramo
debemos conocer el dngulo 8 entre los dos

. w
vectores, es decir el dado por
e
V-w=|V||w]|cos#. 3
) - . a . c
Si escribimos los vectores en componentes como vV = b ) w = d )

un célculo sencillo muestra que el drea del paralelogramo es

A=|ad—cb]|.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 9 /20



Es claro que, en caso de ser paralelos los vectores, digamos
. c a . . .
w = d )= r p ) para algln r € R, el area resultante serd cero,

pues A =| arb — rab |= 0. Visto desde el punto de vista de los sistemas de
ecuaciones lineales, lo anterior corresponde a decir si el sistema de
ecuaciones

ax+cy =k

bx+dy =1

tiene solucién tnica o infinitas soluciones ya que, como vimos en el primer
a c
b d

ad — bc # 0 y en tal caso su inversa es

1 d —c
Al= :
ad—bc(—b a >

capitulo, la matriz A = < ) tiene inversa solamente cuando
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Veremos en este capitulo que esta relacién, vélida para matrices 2 x 2,
entre la condicién para la invertibilidad de una matriz cuadrada (es decir,
para la existencia de soluciones (nicas de ciertos sistemas de ecuaciones
lineales) y la medida de una propiedad geométrica (el drea) existe para
matrices de tamano arbitrario, y estd dada a través un nimero llamado el
determinante.

Definicidn

a a . . ..
Sea A= ( 211 312 ) una matriz 2 X 2 arbitraria. Definimos el
21 a2

determinante de A como

det A = aj1a — arpan:.
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En otras palabras, un sistema de ecuaciones

aiix1 +apxe = b

axixi +axnx = b

tiene solucién Unica para cada beR?si y solo si el determinante de su
matriz asociada A es diferente de cero y, adicionalmente, el valor absoluto
del determinante es igual al drea del paralelogramo formado por los
vectores fila (o columna) de la matriz A.
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Producto cruz

Supongamos ahora que los vectores vV y w (no paralelos) no estan en el
plano sino en R3, y queremos calcular el drea del paralelogramo generado
por ellos. En este caso introduciremos una nueva operacién entre vectores
de R3, llamada producto vectorial o producto cruz, que asocia a dos
vectores de R3 un nuevo vector en R3.

Definicidon
%1 wiy

Sean vV = v |, w= wo € R3, el producto vectorial o producto
V3 w3

cruz de v con w es el vector

Vaw3 — V3w
VX w= V3w — viws
Viws — Vowg
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Para retener mas facilmente la anterior definicion podemos proceder de la
siguiente forma. Acomodamos las componentes de los dos vectores en una

matriz 3 x 3
P k
Vi V2 v3 s
wy w2 w3

donde {i,j, k} denotan los vectores de la base canénica de R3, y después
calculamos su “determinante” reduciéndolo al caso anterior de la forma

siguiente
Tk
Vxw= "det” Vi VW w3
Wi Wy ws3
A %% A Vi Vv A Vi Vv
:ldet( 2 3>Jdet< . 3>+kdet( ! 2),
wo ws wy w3 Wiy W
obteniendo
VX w= i(V2W3 — V3W2) —j(V1W3 — V3W1) + k(V1W2 — V2W1)7
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Propiedades del producto cruz
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Teorema

El drea del paralelogramo formado por los vectores V y w en R> es igual a
|V xwl.
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Definicidon

Sea
d11 d12 ' din
dp1 a2 - dazp
A=
dnl dan2 "  ann
v
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