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Proyeccién de un vector sobre otro

Si V es un vector y L una recta en el plano,
es facil ver que la proyeccién ortogonal

p = Proy, v de vV sobre L puede calcularse a
partir de cualquier vector X contenido en la
recta, mediante la férmula:

Proy, V = Proy;v = (Zﬁ) X. (1)

XX
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Para verificar que lo dicho anteriormente es cierto, podemos ver que:

© vV — p =V — ProygV es perpendicular a X (i.e. a L):
q oo [ (VXN o - o o o
(v—Proy;v)-x—(v—(_, _,>x>~x—v-x—v~x—0.
XX

@ p = Proy;V estd contenido en la recta L.

Queremos ahora definir una descomposiciéon similar para el caso en el que,
en lugar de una recta, tengamos un subespacio de R"” de dimensién

arbitraria.
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Definicion

Sea W un subespacio de R". Definimos el complemento ortogonal de W
como el conjunto de vectores de R" que son perpendiculares a todos los
vectores de W':

WLt={VeR"|Vv-w=0 VYwe W}.

El complemento ortogonal W no es solamente un subconjunto, sino que
es un subespacio de R", y podemos encontrar tal subespacio a partir de

una base {wy, wa, ..., wy} para W como sigue: Formemos la matriz A
— oW -
— W —

cuyas filas son los k vectores de la base para W A = . ,

— W —
ahora, como un elemento de W+ es perpendicular a todos los elementos
de la base de W, si v € W entonces

VoW = VW= =7 W =0.

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 13 /31



Entonces

cuyas filas son una base para el espacio W.

El complemento ortogonal de W es el mismo espacio nulo de la matriz A J

Ejemplo: Sea W = {X = (x1 x2 x3) € R® | x + xo — x3 = 0}, vamos a
calcular el complemento ortogonal W+ de W. Por definiciion, tenemos
que
Wt={eR¥|X-w=0 VYwe W}
Ahora, si w € W, w debe ser un vector de la forma
X1
w = X2 y
X1 + X2
donde hemos despejado la variable x3 en términos de las otras dos
variables en la ecuacién que define el plano W, i.e. x; + x» — x3 = 0.
Tenemos entonces que

1 0
W = X1 0 + X2 1 s
1 1
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luego una base para W es la conformada por los vectores

1 0
wi=1{ 0|, wm=1|1
1 1
a
Asi,six= | b | € WL, debemos tener que X- Wy = X - wo = 0, es
c

decir, que buscamos que X € ker A. Pero

a
. (101 (0
we(o11)(e)-(5)

siysolosia+c=0y b+c=0, asi que a= b = —c, luego
1
W+ =Sp 1 .
-1

Universidad de Los Andes () Algebra Lineal Primer Semestre de 2007 15 / 31



Propiedades del complemento ortogonal

Teorema (Propiedades)

Sea W un subespacio de R", entonces

o
dim W + dim Wt =n
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Propiedades del complemento ortogonal

Teorema (Propiedades)

Sea W un subespacio de R", entonces

o
dim W + dim Wt =n

o
(WhHt=w
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Propiedades del complemento ortogonal

Teorema (Propiedades)

Sea W un subespacio de R", entonces

o
dim W + dim Wt =n

(2]
(Whyt =w

@ Todo vector v € R" puede descomponerse de forma tinica como:

V= Vw + Gy,

donde vy, € W y VwL € wt.
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Para encontrar la descomposicién de un vector mencionada en el teorema
anterior, veamos cémo se puede calcular la proyeccion de v € R" sobre el
subespacio W. En el ejemplo anterior vimos cémo, a partir de una base
{W1, Wn,...,wy} para W, encontrar una base {X1,%,...,X,_x} para el
subespacio W= Por el teorema anterior (dado que dim W + dim W+ =
n), juntando tales bases tendremos una base

{Wi, Wo, ..., Wi, X1, %0, ..., Xn—k}

para R". Dado v € R", podemos calcular los coeficientes «;, 3; € R
necesarios para escribir

V=aiwi + oWy + -+ axWi + Si1X1 + B2Xo + -+ Bk Xn—ks
luego vV puede descomponerse de forma tinica como vV = Vi + vy, donde

Vw = 1wy + aowp + - -+ aw € W

VL = PiX1 + BoXo + - + BoiXoi € WL
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Bases Ortonormales

Definicion
Una base {ih, U2, ..., Un} de R" es llamada ortonormal si todos sus
vectores son unitarios y perpendiculares entre si, es decir:
o 1 sii=]j
uj - uj = C 2
Y { 0 sii#j (2)
Existe una forma de, a partir de una base cualquiera {wy, wa, ..., W} para

un subespacio W de R”, producir una base ortonormal mediante el uso de
las proyecciones vistas anteriormente. En efecto, sea

- w1
uy = e
| v |

entonces tenemos que iy - 1 = 1y, para producir iy, a w» le restamos su
proyeccién sobre iy:

. L wo - Uy
Wo — Proyﬁlwz = wp — T )
1-.U1
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lo que nos da un vector perpendicular a i; que, después de normalizar
Wo — (W2 . Ul)
| wo — (w2 - t1) |

iy =

satisface
ty - h =1,
Up -ty =0.

Continuando el proceso, llamado Proceso de Ortonormalizacién de
Gram-Schmidt, obtenemos una base ortonormal {iy, b, . .., Uk} para
cualquier subespacio W de R”, en la cual

o wj — Proyg, wj — Proyg,wj — - -- — Proy;._ wj;
J - - - L - 1
| wj — Proy; w; — Proyg w; — Proygjile |
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Bases ortogonales y proyecciones

A partir de una base ortogonal (u ortonormal) es posible calcular la
proyeccion de un vector X € R" sobre un subespacio W. En efecto, si

Bw = {th, Uy, ..

de la base Byy. Asi,

Proy X = Proy; X + Proy; X + - - - + Proy; X

., Ux} es una base ortonormal W, la proyeccién X sobre el
subespacio W puede hacerse proyectando sobre cada uno de los vectores

i1 -X Up - X Uy - X
==+ =t +- -+ = ur.
uy - uy uz - up Uy - Uk
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Ejemplo

Sea W un subespacio de R3 cuyo complemento ortogonal es el plano
wt = {(x,y, Z)ER3| x+2y+3z= 0}. Para encontrar una base
ortonormal para W+, primero encontramos una base cualquiera de W= .

X
Seax= | y | € W', entonces, despejando alguna de las variables

z
(digamos x) de la ecuacién que define el plano tenemos que

—2y — 3z —2 -3

x = —2y — 3z, luego X = y =y 1 + z 0 |, asi
0 1

N

—2 -3
que W+ = Sp{ vy = 1 Vo = 0
0 1
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Ejemplo (continuacién)
Como vy - Vo # 0, el conjunto {Vy, o} no es una base ortonormal y, para

ortonormalizarla, tomamos Vi = Vi y Vy = Vo — Proy;, v». Calculando este
ultimo tenemos

_3 -2 _3
L VitVo 6 3
Vo = 2*‘_/,1 \71‘/1: 0 *g 1 = =G 5
1 0 1

=2 __3

5 V70

Byr =< | % —
w \/5 9 gﬁ
O W
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Ejemplo (continuacién)

Para encontrar una base para W debemos encontrar primero W a partir
a
de su complemento ortogonal. Siw = | b | € W, entonces
c
w-X=0VX€c W, en particularwi -V, =0 y W =0, luego
3 6
—2a+b=0 ——a—-b+c=0,
+ Y 5 5 +
a 1
luego b=2ayc=23a, esdecirw= | 2a |,ie. W=35p 2
3a 3
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Ejemplo (continuacién)

Uniendo las bases encontradas para W y W+, es decir tomando

=7 __3 1
5 V70 V14
B — 1 _ 6 %
- ) 70 14 )
e 0 U5
V70 V14
tenemos una base ortonormal para R3.
1
SiXx= | 1 |, entonces la proyeccion de tal vector sobre el subespacio
1

W puede hacerse proyectando sobre cada uno de los vectores de la base
By . Asi

— — =/ —
Vl + X —/ V2 - X ‘71
= = V1 = o V20
i'vq Vo - Vo

Proyy X = ProyyX + ProygX =
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Ejemplo (continuacién)

Entonces
-9 _3 4
. 1 2 7
Proyy1x = 3 1 -3 —§ = %
0 1 —2
Finalmente, para encontrar dos vectores X; € W y Xo € W+ en R3 tales
4
7
que X = Xj + X2, podemos tomar X, = Proy,,, . X = % Y,
2
7
despejando de la igualdad deseada,
4 3
o 1 7 7 3 1
X1 =X —Xp = 1 - 7 = Z = ? 2 e W
2
1 —= E 3
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Matrices Ortogonales

Definicion

Sea A una matriz n x n. Decimos que A es una matriz ortogonal si su
inversa es igual a su transpuesta, es decir

ATA = AAT = |.

Una matriz ortogonal tiene las siguientes propiedades:

© A es una matriz ortogonal si y solamente si sus filas y sus columnas
forman bases ortonormales de R”.

@ Si A es una matriz ortogonal entonces AX - Ay = X - y para cualquier
par de vectores X,y € R".

© Los vectores propios de una matriz ortogonal correspondientes a
valores propios diferentes son ortogonales.
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Teorema de diagonalizacién para matrices simétricas

Toda matriz simétrica puede diagonalizarse ortogonalmente, es decir, si A
es una matriz simétrica n X n entonces existen matrices D diagonal y C

ortogonal tales que
A= CDC™*.
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Matriz de Proyeccién

Existe otra forma de calcular la proyeccién de un vector en un subespacio
de R”, viendo tal proyeccién como una transformacién lineal

P:R" - R"

y encontrando la matriz n X n que la representa.

La matriz de proyeccién sobre W puede encontrarse, a partir de una base
Bw = {wq,ws, ..., Wi} para W, formando una matriz auxiliar A cuyas
columnas son los k vectores de tal base. Entonces

P=AATA)AT

es la matriz que representa la proyeccidén. Obsérvese que, si la base By,
para W es ortonormal, entonces AT A = | y la matriz de proyeccién se
reduce a

P =AAT.
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Ejemplo

|

Sea, como en el ejemplo anterior, W+ = Sp 1 . Queremos
—1

calcular la matriz de proyeccién sobre W=, luego tomamos la matriz A

cuyas columnas son una base para W= y calculamos

Py =AATA)LAT,

Como W+ es de dimensién uno, la matriz A correspondiente es el vector

columna

1
A= 1 ,
-1
luego la matriz de proyeccion es:
1 1 1 1 -1
Pve=1|( 1 (371 -=3| 1 1 -1
-1 -1 -1 1
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Contenidos

© Cambio de base
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