ALGEBRA LINEAL (HONORES) - PARCIAL 2

OCTUBRE 3 DE 2014

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier
otro medio electrénico. Toda respuesta debe estar justificada matematicamente.

1. [12 Puntos.] Considere el espacio vectorial M2(R) de matrices cuadradas 2 x 2 y la
transformacién lineal T : My (R) — M2 (R) definida por

a b a—d b-—d
T(c d):<c—a d—a)'

i. Encuentre Nrp, el espacio nulo de la transformacién.
ii. Encuentre Ry, el espacio imagen de la transformacién.

ili. Calcule [M]p, la matriz de la transformacién respecto a la base B = { (1 O) )

0 0
NN e

iv. Encuentre [A]p y [T'(4)]s, las coordenadas del vector A y su imagen

3 4
bajo T, respecto a la base B, y verifique que [T'(A)]p = [M]5[A]5.

v. Encuentre la matriz Cgc de cambio de base de la base candnica B, de M3(R) a
B.

vi. Use lo anterior para calcular [M]p,_, la matriz de la transformacién respecto a la
base candnica.

2. [8 Puntos.] Responda falso o verdadero en cada una de las siguientes afirmaciones,
justificando matemadticamente su respuesta.
i. Si A es una matriz 3 x 3 que puede escribirse como el producto de una matriz
3 X 2 y una matriz 2 x 3, entonces det A = 0.

a? (a+1)? (a+2)? (a+3)?
" . . v +1)?2 0+2)? (b+3)2
ii. El determinante de la matriz A = @ (412 (c+2)? (c+3)? €s Cero.
d? (d+1)* (d+2)* (d+3)?
0 -1 t
o tot+2 1 t42 L B
iii. La matriz A = fa1 0 1 0 es invertible solamente para t =
1 0 2 t

0,-1,-2.
iv. Existe un isomorfismo entre V = {p(z) € Ps[z]| p'(1) =0} y W = {4 € M3(R) |
AT = A}.
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Solucion

1. i. Para calcular N7 observamos que, si

oo VY _(a-d b—d)y_(0 0
c d) \c—a d—a) \O 0)°

entonces a = b = ¢ = d, asi que el espacio nulo de la transformacién es Ny =

1 1
i1 1)}
ii. Dado que dim Ny = 1y dim M»(R) = 4, sabemos que dim Ry = 3. Para encontrar
una base para el espacio imagen de la transformacién observamos que

a b a—d b—d
T(C d) - (c—a d—a)
1 0 0 1 0 0 -1 -1
= o4 )@ o)+ 0) (0 )

pero, sin embargo, solo tres de las cuatro matrices que aparecen aqui son lineal-
mente independientes. Asi,

o= s (4000000060
- s{(G 560G o)

ili. Por definicién

0 0
0 1 00 11 .
Ay = (0 0) ,Ag = (1 0) VA = (1 1)} de M5(R). Calculando a partir de

la definicién de T' tenemos que

ran = (2 5) e = (§ o)t = (3 ) v maa= (5 o).

. . 1
es la matriz de la transformacién respecto a la base B = {Al = ( O),

luego
2 0 0 0
1 1 0 0
rAs=| ¢ | = | r@s=| |y mas=| |
-1 0 0 0
La matriz de la transformacion respecto a la base B es entonces
2 0 0 0

1 00
0 010
0 0 0
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1 2

3 4 > y T(A), respecto a la

iv. Para encontrar las coordenadas del vector A = <

base B, calculamos

(5 1)=ca(0 o)+2(0 o)+ (i o)+m (i 1)
r(d) - ()
= 0y o)+ (0 o)+ 0 (3 o)+ (i 1)

-3 —6
luego [A]p = :? [ T(A)Bs = :? y verificamos facilmente que
4 3
—6 2 000 -3
-5 1 1 00 -2
O cm@s == L L] 2
3 -1 0 0 O 4

v. La matriz Cf;c de cambio de base, de la base candnica B. a B, es

-1

1 00 1 1 0 0 0
B a1 o101 0100
Cp.=Mp Mp.=| ¢ 1 4 001 0
000 1 00 0 1

Para calcularla podemos llevar a cabo la siguiente reduccion:

100 111 0 00 100 1|1 0 0 -1
OlOlOlOO_}OlOOOlOfl
001 1{0 0 1 0 0 01 0{0 0O 1 -1 |”
000 1]0 0 0 1 000 0|0 OO0 1
10 0 -1
01 0 -1
y B _
aSIQHGCBC—()Ol_l
00 0 1

vi. Para calcular [M]p,, la matriz de la transformacién respecto a la base canénica,
usando la matriz de cambio de base anterior, observemos que

100 1 2 00 0 100 -1
o s o101 1 100 01 0 —1
M. = CpIMlsCp.=| ¢ o 1 4 0 010 00 1 -1
000 1 100 0 000 1
1 00 —1
o 10 1
=l -101 0 |
100 1

como puede verificarse facilmente apartir de lo visto en la parte ii.
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2. Responda falso o verdadero en cada una de las siguientes afirmaciones, justificando
matematicamente su respuesta.

i.

ii.

iii.

iv.

Si A es una matriz 3 x 3 que puede escribirse como el producto de una matriz
3 x 2 y una matriz 2 x 3, entonces det A = 0.

VERDADERO. Si A = BC, con B € M33(R) y C € M3(R), es claro que, aunque
el rango de C' puede ser 3, el rango de B nunca puede ser 3, asi que

rang(A) = rang(BC) < rang(B) = 2,
luego las tres columnas de A no pueden ser linealmente independientes, es decir
det A = 0.

a? (a+1)? (a+2)? (a+3)?
. oo b+ (b+2)% (b+3)?

El determinante de la matriz A = @ (412 (c+2)? (c+3) €s Ccero.
d?> (d+1)* (d+2)* (d+3)2

VERDADERO. Desarrollando los cuadrados y haciendo operaciones elementales
entre filas (o columnas) es fdcil llegar a una matriz con igual determinante a la
matriz dada, pero con dos filas (o columnas) iguales, es decir con determinante
igual a 0.

0o -1 t
. t t+2 1 t42 . .
La matriz A = fa1 0 1 0 es invertible solamente para t =
1 0 2 t

0,—1,-2.

FALso. Calculando el determinante de A obtenemos det A = 3t(t + 1)(¢t + 2),
luego esta matriz es invertible siempre que ¢t # 0, —1, —2, como puede observarse
facilmente al reemplazar cualquiera de estos valores.

Existe un isomorfismo entre V = {p(z) € P3[z]| p'(1) =0} y W = {A € Ma(R) |
AT = A}

VERDADERO. Es fécil ver que dimV = dim W = 3, luego cualquier transfor-
macién lineal que envie una base de V' en una de W serd un isomorfismo. Por
ejemplo,

T(a — 2bx — 3cx + bx? + ca®) = (Z ZC))



