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Resumen
En estas notas se presenta la teoria matemaética de la cuantizacién desde el punto
de vista de la deformacién, segin el enfoque geométrico, resaltando algunos de los
resultados mds importantes (en matemdticas y fisica) en este campo en la ultima
década, senalando algunos problemas abiertos actualmente y nuevas direcciones en la
investigacién en esta area. Esta es una version escrita de un seminario dictado por el
autor en la Universidad del Norte, Barranquilla, en agosto de 2003.

Introduccion

Una de las principales diferencias entre las descripciones clasica y cudntica de
la dindmica de un sistema fisico es que, mientras en la primera las coordenadas
que parametrizan el conjunto de estados del sistema (y los observables del sis-
tema en si, siendo funciones) “conmutan”, en la segunda (donde los observables
son operadores) no. El procedimiento que permite encontrar una descripcién
cuantica de la dindmica de un sistema fisico apartir de su descripcién clésica es
llamado cuantizacion, y la forma intuitiva en que ello se hace para los sistemas
fisicos fundamentales sugiere una idea obvia: deformar la estructura algebraica
de la dindamica clasica hasta obtener una estructura “no conmutativa” adecuada
para llevar a cabo la descripcion cuantica.

La realizacién matematica rigurosa de este procedimiento, que aparece en la
literatura en los anos setenta [1], se ha venido llevando a cabo en las dos tltimas
décadas; primero usando métodos algebréicos (formales) y después combinando
estos métodos con ideas geométricas que han dado pie no solamente a una nueva
forma de entender la cuantizacién en fisica, sino a desarrollos interesantes en
varias areas de las matemadticas. El aporte fundamental en esta area dado por
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el fisico-matemadtico Boris Fedosov en [9] serd el interés principal de las paginas
que siguen, cuyo contenido describiremos a continuacién. En la primera seccién
recordaremos la estructura geométrica y algebraica de la dindmica clasica de un
sistema fisico (con un nidmero finito de grados de libertad), introduciendo la idea
de variedad simpléctica y variedad de Poisson, y mostrando cémo tales objetos
capturan la escencia de dicha descripcién de la dindmica. La segunda seccion
trata del procedimiento de cuantizacion, en general, y describe la teoria de la
cuantizacion por deformacion algebraica, presentando los puntos esenciales de
la formulacién de Fedosov y su teorema de existencia de una cuantizacién -por
este método- de toda variedad simpléctica. Finalmente, en la tltima seccién
describiremos algunos aspectos adicionales de esta teoria y su relaciéon con otras
dreas cldsicas de la matematica moderna —como la teoria del indice—, men-
cionaremos algunas recientes conjeturas y desarrollos asociados con esta con-
struccién y senalaremos problemas atin no resueltos y areas por abordar en este
dominio.

Aparte de la presentacién, no hay originalidad del autor en ninguna de las ideas
y resultados que se presentan a continuacién. Estas notas recogen contenidos
tratados en un seminario de fisica y matematicas dictado en la Universidad del
Norte, complementadas por notas redactadas por el autor tras discusiones con
algunos colegas alrededor del tema. Tampoco es completa y exhaustiva la lista
de referencias, la cual solo incluye las referencias originales a los principales
resultados y algunos textos que tratan el tema con méas generalidad, donde el
lector podra encontrar mas referencias a la literatura especializada sobre el tema.

1 Dinamica Clasica y Geometria

La descripcion clasica de la dindmica de un sistema fisico puede llevarse a cabo
en multiples formas, desde la descripciéon Newtoniana hasta las més elaboradas
y usuales descripciones Lagrangiana y Hamiltoniana, cuya incorporacién al es-
tudio de la estructura de las teorias fisicas ofrece —entre otras— gran facilidad
para el estudio de la relacién entre simetrias y leyes de conservacién (a través del
teorema de Noether en la descripcién lagrangiana, por ejemplo), y una visién
apropiada para pasar a la correspondiente descripcién cudntica (ver, e.g. [15]).
El marco geométrico en el cual las descripciones lagrangiana y hamiltoniana
son llevadas a cabo es, mateméaticamente, el de las variedades simplécticas —que
corresponden a lo que en fisica se conoce como espacios de fase, y la estructura
algebraica fundamental es la dada por el corchete de Poisson. En esta seccion
describiremos ambos objetos.

1.1 Ecuaciones de Movimiento y Corchete de Poisson

Dado un sistema fisico cuya configuracién queda determinada por el valor en
cada instante de N variables (en general cualquier conjunto de variables, no



necesariamente coordenadas, e.g. temperaturas, potenciales,...), llamadas coor-
denadas generalizadas, el espacio de fase del sistema es el espacio de dimension
2N cuyas coordenadas contienen en las primeras N componentes dichas coor-
denadas generalizadas, y en las demas N sus correspondientes momentos gen-
eralizados, i.e. los momentos correspondientes a las N velocidades generalizadas.

Si denotamos por @ el espacio de configuraciones del sistema (parametrizado
por las coordenadas generalizadas {qi,...,qn}), su espacio tangente en un
punto ¢ € ) es un espacio vectorial cuya base son los vectores tangentes
{aiql|q, ce, &%M}, y su espacio dual es entonces generado por los covectores
(duales) {dqilq,--..dgn|q}. Tomando la coleccién de todos los espacios tan-
gentes y cotangentes a (), con la proyeccién natural, se obtienen entonces los
haces tangente y cotangente del espacio de configuraciones, notados TQ y T*Q,
respectivamente. Si ademads identificamos las componentes que definen un ele-
mento m, € T;Q con los momentos generalizados, i.e. escribimos

mq = p1dqi|q + - + pndan|q,

obtenemos que de esta forma, matematicamente, el espacio de fase de un sistema
fisico con espacio de configuraciones @ es el fibrado cotangente a éste ultimo
[12]. La dimensién del espacio de configuraciones representa el nimero de gra-
dos de libertad del sistema.

La Lagrangiana del sistema es la funcion real de coordenadas y velocidades!
L(qi, ¢;) en términos de la cual, a través de un principio de accién extremal, la
trayectoria fisica del sistema en el espacio de configuraciones queda completa-
mente determinada por las soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange®[15]
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En términos de la lagrangiana, los “momentos generalizados’ p; estan dados por
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y la funcién Hamiltoniana del sistema puede escribirse como
H(qi,pi) = pi 4 —L(¢,di). (3)

Desde el punto de vista de la dindmica clasica, las ecuaciones de Euler-Lagrange
(1) son equivalentes a las las Ecuaciones de Hamilton,

. OH , OH
4=, Y P % (4)

INotacién: ¢;= %, donde t es usualmente el tiempo.

2A lo largo del texto usaremos la convensién de suma sobre indices repetidos, e.g.

N L _ d dL 5 : oL _ d 0L
=1 (8% at aq.i) sera escrito como oq, ~ dt g,




Los momentos p; son vistos entonces como las coordenadas sobe cada fibra
del haz cotangente M = T*Q), es decir el espacio de fase del sistema, y a las
funciones reales continuas y C'°°-diferenciables sobre tal espacio las llamaremos
“observables fisicos” del sistema.® Sobre el espacio C°°(M) de observables,
definimos una operacién

{i}: C%(M) x C(M) — C™(M)

llamada Corchete de Poisson, que a cada dos observables f y g asocia un tercer
observable definido como

of dg g of
dqi Op;  0q; Opi’

{f.9} = (5)
Es facil ver que el conjunto de observables del sistema, que es un espacio vectorial
con las operaciones usuales de suma de funciones y multiplicacién de funciones
por escalares, queda dotado adicionalmente de una estructura de algebra de Lie
con esta operacion, es decir que para f, g y h en C>*°(M), y «, 3 escalares,

{af + By, h} = O‘{fvh} + ﬂ{ga h} (6)
{.f7 {gvh}} + {gv {h7f}} + {hv {ﬂg}} = 0.

El dlgebra definida de esta forma es el dglgebra de Poisson del sistema en cuestion,
denotada (A, = C*(M),{,}), y serd el objeto algebraico fundamental para las
construcciones que aqui pretendemos describir.* Nétese que, dado que para
cualquier observable h,

dh oh . Oh . Oh OH OH 0Oh
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= {h7H}7

usando los corchetes de Poisson podemos escribir las ecuaciones de movimiento
como

oOH oOH
L HY = i H} = — .
{a:, H} o Y {pi, H} 24 (7)

Ademaés, tenemos una sencilla caracterizacion de las constantes de movimiento
del sistema, ya que h € C°°(M) es una constante del movimiento si y solamente
si {h,H} = 0.

3Ejemplos de tales funciones son la energfa cinética (usualmente cuadrética en las veloci-
dades) y los potenciales (usualmente polinomiales en las posiciones).

4El 4lgebra C>°(M) es un &lgebra conmutativa con respecto a la multiplicacién usual de
funciones reales, i.e. fg — gf = 0, para cualquier f,g € C°°(M). Sinembargo, no lo es con
respecto al corchete de Poisson.



1.2 Variedades Simplécticas y de Poisson

Geométricamente el espacio de fase de un sistema fisico tiene estructura de
variedad simpléctica (es el haz cotangente del espacio de configuraciones corre-
spondiente), en esta seccién veremos como la estructura simpléctica determina
completamente la dindmica del sistema, y definiremos un objeto méas general:
las variedades de Poisson.

Definicién 1. Una variedad simpléctica (M,w) es una variedad M de di-
mensidn par dotada de una 2-forma w cerrada (i.e. dw =0) y no degenerada.

La propiedad de no degeneracién (es decir que ixw = 0 < X = 0, donde
ixw = w(X,-) es la evaluacién de la forma en el campo vectorial X) implica
que hay un isomorfismo entre los espacios de campos vectoriales y 1-formas, o
covectores, sobre M.

Sea @ el espacio de configuraciones de un sistema fisico, este espacio tiene
estructura natural de variedad diferenciable (i.e. podemos darle coordenadas de
tal forma que —localmente— este espacio sea equivalente a IRY, para algun NV
positivo fijo, y los correspondientes cambios de coordenadas puedan describirse
por medio de funciones diferenciables) y sobre su fibrado cotangente T*Q — Q
existe una dos forma simplectica w que en coordenadas canénicas (coordenadas
y momentos generalizados) puede escribirse [12]

w = dp; A dg;. (8)

Cada observable fisico f € C°(T*Q) define un campo vectorial Hamiltoniano
Xy dado por la ecuacién

w(Xy,) = —df. (9)
Una observacién de importancia particular en este punto es que la derivada de
Lie de la forma simpléctica a lo largo de un campo vectorial Hamiltoniano es
cero:

ﬁxfw = d(w(Xf)) + dw(Xf) = d(*df) + dw(Xf) =0,

lo que quiere decir que la forma simpléctica es “constante” sobre las curvas in-
tegrales de dichos campos.

Para apreciar mejor el significado de esta tltima afirmacion, consideremos una
funcién f sobre el espacio de fase T*@Q. Su derivada exterior es localmente
df = %dqi + %dpi, lo que implica que localmente su campo vectorial Hamil-
toniano puede escribirse en coordenadas locales como
_of 0 of o
17 Opidgi  94; Opi’
y entonces, si y(t) = (p;(t),¢;(t)) es una curva integral de tal campo vectorial,
obtenemos que
of . aof

apz =q; Yy - 8(]1 =Pi;,




precisamente las ecuaciones de Hamilton (4) para una funcién Hamiltoniana f.
Asi, la dindmica clasica del sistema estd “encapsulada” en la 2-forma w.

La estructura algebréica del conjunto de observables del espacio de fase T*@Q
tambien esta determinada por la estructura simpléctica, ya que el corchete de
Poisson puede expresarse en términos de la forma simpléctica. En efecto, dada
una variedad simpléctica arbitraria (M,w) y dos observables f,g € C°°(M), el
corchete de f con g puede definirse a partir de w como

{f:9} = Xs(9) = =X,(f) = w(Xy, X), (10)

donde X y X, son los campos vectoriales Hamiltonianos definidos por f y g,
respectivamente. Asi, en coordenadas locales,

_0f 99 Of Oy

o =Xel9) = 550 ™ B opr”

lo que corresponde exactamente con la definicién anterior. Para las coordenadas
candnicas (g;, p;) esto significa, por ejemplo, que

{pisqi} = dij. (11)

Finalmente, obsérvese que dados campos vectoriales X y Y sobre una variedad
simpléctica, su corchete de Lie es definido por [X,Y] = XY — Y X, y hay un
isomorfismo entre las dlgebras de observables (con el corchete de Poisson) y
de campos vectoriales Hamiltonianos (con el corchete de Lie) dado que, para
cualquier par de observables f,g € C°°(M),

(X7, Xyl = Xx,9) = Xif,9}-

Ejemplo 1. Consideremos el oscilador arménico unidimensional de masa unidad,
cuyos espacios de configuracién y fase son Ry T* IR ~ IR?, con forma simpléctica
w = dp A dq, respectivamente. La energia del sistema esta dada por la funcién
Hamiltoniana

1
H = 5(172 + C]2),
cuyo campo vectorial Hamiltoniano es

_OHO O9HO 9 D

= o daop Poq ‘o
Las ecuaciones de movimiento son
¢=p 'y DP=-—gq,

como esperabamos.



Ejemplo 2. Consideremos una particula cargada bajo la influencia de un
campo electromagnético en el espacio-tiempo Minkowskiano @, el espacio de
configuraciones. El espacio de fase TQ* ~ IR® puede ser parametrizado con
coordenadas (g;,p;) = (¢1,92, 93, 94,D1,P2,P3,p4), donde 7 : TQ* — Q es la
proyeccién natural 7(g;) = x4, p; = gTLﬂ y L es la lagrangiana del sistema. El
campo electromagnético® F' perturba geométricamente la variedad simpléctica
asociada al sistema como sigue. La forma simpléctica canodnica del espacio de
fase es
w = dg; N dp;,

y en términos de ésta podemos encontrar las ecuaciones de movimiento cor-
respondientes, i.e. las ecuaciones de Hamilton asociadas a un Hamiltoniano
conteniendo, en particular, la informacién concerniente a la interaccién entre
la particula y el campo. Una forma alternativa de encontrar las ecuaciones de
movimiento es utilizar el Hamiltoniano libre del sistema (ignorando los términos
de interaccién en él) pero introduciendo la interaccién en la forma simpléctica.
De hecho, las ecuaciones de Maxwell (xd* F = j y dF = 0) implican que F es
cerrada y, tomando el pull-back F’' = 7*(F') de F por la proyeccién m, es facil
verificar que la 2-forma
Wer =w+eF’,

es simpléctica, donde e denota la carga de la particula. M&as aun, esta forma
simpléctica con el Hamiltoniano libre da lugar a las mismas ecuaciones de
movimiento que la forma simpléctica canénica con un Hamiltoniano de inter-
accién. Esta es la version geométrica del conocido método de acople minimo:
cambiar las variables de momento p por “p+ eA”, donde A es el potencial elec-
tromagnético (definido por F = dA) [12].

Todas las variedades simplécticas de la misma dimensién son localmente indis-
tinguibles, e isomorfas a un haz cotangente. Este es el contenido del conocido
Teorema de Darboux: Alrededor de cada punto en una variedad simpléctica
existe siempre un abierto y un sistema de coordenadas en el cual la forma
simpléctica tiene la forma (8). Por lo tanto, todas las expresiones en coorde-
nadas locales que hemos escrito anteriormente siguen siendo véalidas localmente
sobre cualquier variedad simpléctica.

Una generalizacion del concepto de variedad simpléctica, que contiene los el-
ementos algebraicos necesarios para el estudio de la dindmica de un sistema

5F es una 2-forma sobre el espacio de configuraciones llamada Tensor de Faraday. En
coordenadas locales sobre Q, F' = %F“”d:pu A dz,, donde los coeficientes F*¥ estan dados
por la matriz
0 —-FE* —FEY —FE*
E*® 0 —-B* BY
EY  B* 0 —B*
E# —BY BT 0

E y B denotan los campos eléctrico y magnético, respectivamente.

P =



fisico, es la siguiente.

Definicién 2. Una variedad de Poisson (M, {,}) es una variedad M dotada de
un bracket {,} que satisface las condiciones de dlgebra de Lie (6) junto con la
identidad de Leibniz: para todos f,g,h € C*(M),

{f,gh} ={f,g}h + g{f, h}.

Toda variedad simpléctica es una variedad de Poisson —como sigue de la definicién
de la estructura de Poisson dada en (10). Sin embargo, no toda variedad de
Poisson posee una estructura simpléctica (esto ocurre, por ejemplo, cuando se
trabaja con cocientes de variedades simplécticas por grupos de simetria, ver

[2][18]).

2 Cuantizacion por Deformacién

En esta seccién, después de discutir el significado de “cuantizar” la dinamica
cldsica de un sistema fisico, describiremos el proceso de cuantizacién por de-
formacién para una variedad simpléctica empleado en [9]. No incluiremos las
pruebas de los principales resultados, las cuales pueden encontrarse en la refer-
encia original o, en més detalle, en [10].

2.1 Condiciones de Cuantizacion

Dada una variedad de Poisson (M, {, }) o una variedad simpléctica (M,w) cuya
estructura de Poisson modela la dindmica clasica de un sistema fisico, consider-
emos el dlgebra de Poisson de observables (A, = C*(M), {, }) correspondiente.
El proceso de cuantizacién comienza por encontrar un espacio de Hilbert H y
una representacién de dicha &dlgebra en el dlgebra de operadores autoadjuntos
actuando sobre H (con el corchete de Lie). Una vez identificados el espacio de
Hilbert y la representacién del algebra de observables, la dinamica cuantica del
sistema puede llevarse a cabo de multiples maneras, ya sea mediante funciones
de onda que evolucionan en el tiempo o con evolucién temporal de operadores.
Segun Dirac[8], una teorfa cudntica admisible debe asociar a cada observable
clasico f un observable cuantico f (actuando sobre H y perteneciendo al alge-
bra correspondiente con corchete de Lie [f, 9] = fﬁ — §f), y debe verificarse
que

1. La aplicacién f — fes lineal.

2. Si f es constante entonces ]?debe ser el operador de multiplicacién (por
la constante f).



3. Debe haber una correspondencia entre la dindmica clasica y cudntica en
el siguiente sentido: Si {f, g} = h, entonces

donde % denota la constante de Planck, una constante universal.

Estas tres condiciones, llamadas condiciones de Dirac, dan las propiedades fun-
damentales que debe tener la representacién del algebra de observables clasicos
sobre M en el dlgebra observables cudnticos sobre H. La dindmica cuantica
se describe en términos de funciones de onda, éstas son funciones definidas so-
bre el espacio de configuraciones del sistema y tomando valores complejos, en
términos de las cuales toda la informacién probabilistica del sistema puede ser
encontrada: las cantidades 1*v, donde * denota conjugacién compleja, corre-
sponden a amplitudes de probabilidad.

La tercera condicién, tambien llamada principio de correspondencia, es tal
vez la més importante (fisicamente) y dificil de satisfacer (matemdaticamente).
Matematicamente significa que la no conmutatividad del dlgebra de observables
sobre el espacio de Hilbert es una caracteristica de la descripcién cuéntica:
nétese que si bien, por ejemplo, las variables canénicas (posiciones ¢; y momen-
tos p;) conmutan —como funciones— sobre el espacio de fase (es decir, ¢;p; —p;g; =
0), segin (11) su corchete de Poisson no es nulo; la condicién (12) implica que
la correspondiente relacién entre su contraparte cuantica debe ser

[Di, G;] = —ihoy;.

La constante /i representa el més pequeno cuanto de accién realizable fisicamente
y, aunque su valor preciso ha sido medido experimentalmente, es comiin pensar
que de poderse variar hasta llevarlo a cero, y segun el principio de correspon-
dencia, esto seria equivalente a tomar el “limite” cuando el dlgebra cuantica
—no conmutativa— de operadores coincide con el algebra clasica —conmutativa—
de observables, i.e. cuando el corchete de Lie se anula, tal como ocurre con el
conmutador (aunque no el corchete de Poisson) entre funciones.

Hay diferentes aproximaciones al problema de obtener una cuantizacién de un
sistema fisico apartir de su estructura geométrica, es decir de su estructura
simpléctica o de Poisson. Uno puede, por ejemplo, modelar las funciones de
onda como secciones de un haz lineal L = M sobre el espacio de fase, y bus-
car condiciones para la existencia de tal espacio de Hilbert y la representacion
de observables a partir de una estructura simpléctica. Este procedimiento es
llamado cuantizacién geométrica, y las condiciones para la existencia de haces
lineales de (pre-)cuantizacién sobre la variedad simpléctica modelando el espa-
cio de fase corresponden a las condiciones de cuantizacién de ciertas variables
usualmente encontradas en fisica (ver, por ejemplo, [12]]20]).

El procedimiento de cuantizacién que pretendemos describir en la siguiente



seccion, sinembargo, no pretende ni buscar un espacio de Hilbert apropiado
para la realizacién de las tres condiciones de Dirac, ni una representacién del
algebra clasica de operadores. En lugar de ello, y partiendo de una variedad
de Poisson, este método busca deformar el dlgebra de observables clasicos A,
en términos de un parametro —la constante de Planck— hasta convertirla en un
algebra satisfaciendo condiciones més débiles, pero suficientes como para tener
una interpretacién del principio de correspondencia. La relacién entre la teoria
de deformacién que presentaremos y otros métodos de cuantizacion ha sido es-
tudiada, por ejemplo, en [3].

2.2 Cuantizacién por Deformacién

La idea principal en la teoria de cuantizaciéon por deformacién es construir una
familia de algebras parametrizadas de tal forma que el algebra inicial sea el
algebra conmutativa A, de observables cldsicos de un sistema fisico y el algebra
“final” sea un &lgebra no conmutativa Ay satisfaciendo, entre otras cosas, el
principio de correspondencia: limy_.o Ay, = A, (la idea original de la teoria
remonta a finales de los afios setenta, ver [1], y la formulacién matemaética cor-
respondiente a los ochenta y noventa). Como dlgebra cudntica se escoge un
algebra formal sobre A,, i.e. un algebra cuyos elementos son sumas de poten-
cias formales arbitrarias con coeficientes en A, = C*° (M), donde M denota una
variedad de Poisson modelando la dindmica clasica de un sistema fisico.

Definicién 3. Sea M una variedad de Poisson y t un pardmetro formal. Defin-
imos el dlgebra de deformacion del dlgebra A, = C°°(M) como

A = .AO[[t]] = Zaktk, a, € A,
k=0

Es importante recalcar que en esta definicién las sumas son formales, en el sen-
tido de la formalidad del parametro t y la consecuente ausencia de nocién de
convergencia. La adicién de dos elementos en A; debe hacerse ‘por compo-
nentes’, es decir ‘potencia por potencia’, y la multiplicacién por escalares de
forma obvia.

Una vez definida la deformacién del algebra, el paso importante es la definiciéon
de una buena operacién sobre ella con las propiedades necesarias para obtener
una ‘buena’ cuantizacién. Como indicado anteriormente, el pardmetro funda-
mental en la descripcion cuantica —la constante de Planck 7, jugara el papel de
parametro de deformacion del algebra de observables clasicos; llegamos asi a la
siguiente definicién de cuantizacion:

Definicién 4. Sea M una variedad de Poisson y A, = C®(M) su dlgebra
de Poisson asociada. Una cuantizacién por deformacién de A, es un producto
asoctativo

xp 0t Ap @ Ay — Ap

10



sobre el dlgebra de deformacion Ay, = C®(M)[R] tal que

1. El producto f #p g tiene una expansion de la forma

frng=>_ Bi(f,g)h", (13)
k=0

donde los By, son operadores bidiferenciales.
2. (Ao, *0) = A, con multiplicacion puntual, es decir que Bo(f,g) = f - 9.

3. Sea { , } el corchete de Poisson sobre A,, entonces

[fvg]* :f*hg_g*hf:Zh{fvg}—’_O(hz)v

donde o(h?) denota términos de orden cuadrdtico o superior en h. Esto
implica que By1(f,9) — Bi(g, f) = ih{f, g}.

El producto =y es llamado “producto estrella”, y en adelante serd notado sim-
plemente por *.

La condicién 1 en la definicién implica que cada término en la expansién de
a * b tiene como coeficiente un polinomio en a, b y sus derivadas parciales con
respecto a las coordenadas locales, la condiciéon 2 implica que el producto x
es una deformacion de la estructura conmutativa del dlgebra de funciones (ver
Ejemplo 3), y la ultima es el principio de correspondencia débil (comparar con
(12)). Aunque no esta mencionado explicitamente, requerimos también la exis-
tencia de un elemento unidad 1 con respecto al producto .

Un caso particular es el de una estructura de Poisson proveniente de una forma
simpléctica. En el caso de una variedad simpléctica (M,w), la existencia de
un producto estrella * sobre el dlgebra Ay = C°(M)[h] fue probada, usando
argumentos cohomologicos, por M. De Wilde y P. Lecomte [7]. Unos afios més
tarde, y basados en una construccién diferente, H. Omori, Y. Maeda y A. Yosh-
ioka dieron una nueva prueba [17], y de forma independientemente B. Fedosov
di6 una prueba completamente geométrica del mismo resultado en [9]. La con-
struccion de Fedosov ha sido inspiracion para muchos desarrollos en la teoria
matematica de la deformacién, la teoria del indice y otras areas, y sera la con-
struccion que describiremos en el resto del articulo.

Ejemplo 3. En el caso de (IR*", w = dp; A dg;), el producto de Moyal dado
por
frg=mlexp(hw)(f@g))=f-g+n{f g} + (14)

es un ejemplo de un producto estrella. Es claro que el limite heuristico “h — 0”
lleva el algebra no conmutativa C*°(IR*")[A] con producto estrella al dlgebra
conmutativa C°°(IR*") con multiplicacién puntual.

11



El Haz de Algebras de Weyl. La construccién que describiremos usa fuerte-
mente la estructura del haz de algebras de Weyl sobre la variedad simpléctica
(que en adelante asumiremos compacta y sin frontera). La idea es poner sobre
cada punto de la variedad un algebra formal de tal forma que el conjunto de
todas las élgebras sobre la variedad formen un haz [10][17]. Concretamente,
sea (M,w) una variedad simpléctica, entonces el espacio tangente a cada punto
m € M, denotado T,, M, es un espacio vectorial simpléctico y la unién directa
de todos estos espacios forma el haz tangente a M,

w:TM — M.

Asociemos ahora a cada espacio vectorial simpléctico T, M, m € M, un dlgebra
formal W,, definida como el dlgebra asociativa sobre € cuyos elementos son
series formales de la forma

a(y,h) = Y Baray®, (15)

k.| >0

donde A es un parametro formal, y € T,, M es un vector tangente con com-
ponentes y = (y1,-.-,Y2n), @ = (a1,...,Q9,) es un multi-indice y y* = (y;)**
-+« (yan)*2m. La estructura algebriica en W, esta dada por el siguiente producto
(regla de Weyl):

ih o 0
aob(x) = exp {2wij8y~8z} a(y, R)b(z, )| p=y=2 (16)
i 075

L (<) i, 2 ob
o=\ 2 R Iy, - - Oy, Oy, - - Oy,

donde w;; = w(y;,y;). Finalmente, damos una graduacién a las variables de
la siguiente manera: el grado de las variables y; es 1, el grado de h es 2, de
tal forma que los términos en (15) estan ordenados en grado creciente 2k + |a.
Dado que el producto (16) preserva el grado, el dlgebra de Weyl puede escribirse

como
4
W =P Wi,
>0

donde W, denota la parte de orden £ € IN. Esta graduacién no es caprichosa,
sino que resulta escencial para que la construccién funcione (ver mas adelante).

El producto definido de esta forma es asociativo e independiente de la esco-
gencia de base simpléctica del espacio T;,, M, asi que tomando la unién de estas
algebras formales obtenemos un haz W (M) = | |,,,c s Wi sobre M. El conjunto
I'(W(M)) de secciones de este haz, es decir de aplicaciones s : U C M — W (M),
con adicién y multiplicacién definidas fibra por fibra, forman un dlgebra. Més
aun, cualquier elemento de Ap = C°°(M)[h] define una seccién de W (M), y
estas secciones forman el centro Z(W(M)) de T'(W(M)). Para convencerse de

12



ello basta ver que cualquier seccién se escribe de la forma,

a(m,y,h) = Y Brapa(m)y®,

k|| >0

donde ahora hay coordenadas que describen la dependencia con el punto m € M,
asi que el conjunto de secciones de W (M) que conmutan con el producto definido
por (16) son aquellas “independientes de y”, i.e. los elementos de Ay. El prob-
lema de encontrar un producto estrella para Ay va a resolverse encontrando la
operacién correspondiente sobre el dlgebra de secciones T'(W(M)) (el cual hereda
la graduacién descrita anteriormente D'(W (M)) = @, T(W*(M))), y usando
esta identificacién. Para ello Fedosov usé algunas herramientas geométricas
bésicas.

La coneccién de Fedosov. La coneccién de un haz fibrado en geometria
esta ligada a la posibilidad de separar el espacio tangente al fibrado en una
parte vertical, correspondiente al espacio tangente a las fibras, y una horizontal,
homeomorfa al espacio tangente a la base. La existencia de una coneccién es
equivalente a la de una 1-forma sobre el espacio total con ciertas propiedades
especificas, o a la de una derivada covariante® —es esta tltima definicién con la
que trabajaremos aqui.

Sea V una coneccién sobre el fibrado tangente T M, es decir un operador difer-
encial de primer orden (actuando sobre vectores tangentes)

V:ITM) - T(TM T*M)
que satisface la regla de Leibniz
V(fs)=df s+ fVs,

donde s € T(TX), f € C®°(M) y df denota su diferencial. Una coneccién es
llamada simpléctica si no tiene torsién y preserva la forma simpléctica, i.e.

Vw = 0. (17)

Apartir de una coneccién simpléctica sobre (M, w), es posible inducir una coneccién
sobre el haz W (M) de algebras de Weyl,

VW T(W(M)) — T(W(M)® T*M)

tal que
VW(aob)=(VWa)ob+ao (VW),

y para todo f € Z(W(M)) = Ay,
vWf = df.

6Una introduccién general a estas herramientas en geometria y sus aplicaciones en Fisica
puede encontrarse, por ejemplo, en el texto [13].

13



Esta coneccién preserva el grado, i.e.
VW . T(WYM)) - T(WYM) @ T*M),
para todo ¢ € IN, pero en general no es plana:

(V)2 #0.

El punto central de la construccién es obtener a partir de la coneccién V" una
coneccién VI plana, sobre el espacio W (M) @ A(M) de formas diferenciales
sobre M con valores en el dlgebra de Weyl, tal que el espacio de secciones
paralelas de W (M) ® A(M) sea isomorfo a C*°(M)[R]. Asi, si este espacio de
secciones es cerrado bajo el producto o sobre el haz de Weyl, podremos definir el
producto estrella * sobre Ay apartir de este. Fedosov mostré que un argumento
de recurrencia da lugar a operadores 0,

8 : D(WHM)) — D(WHH(M) @ T* M),
tales que el operador definido por
VE=—0+VW 46146+, (18)

llamado coneccién de Fedosov, satisface (VI')2 = 0. La coneccién de Fedosov
puede escribirse, al igual que cualquier coneccién sobre un haz vectorial, como
la suma de dos términos, la derivaciéon usual sobre M y un endomorfismo sobre
las fibras:

F_ g 1 .
v +h[77]5

donde v € T'(T*M @ W (M)).

Sea Wy, C I'(W(M)) el espacio de secciones planas o paralelas de T'(W (M))
con respecto a la coneccién de Fedosov, i.e.

Wy, = {s e D(W(M)) t.q. VFs = 0}.
La aplicacién que a cada s € I'(W(M)) asocia su proyeccién sobre el centro
de T(W(M)), o : a(m,y,h) — a(m,0,h), es biyectiva sobre WY, es decir que
podemos definir una inversa

q=0"1:Z(W(M)) - Wy,. (19)

Dado que Z(W(M)) = Ay, Fedosov usa estas aplicaciones para transportar el
producto o definido en (16) hacia Ay, definiendo un producto estrella como

axb=o(q(a)oq(b)). (20)
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Teorema [9] La coneccion VI es tinica y el producto estrella x definido por
la ecuacion (20) induce una cuantizacion por deformacion sobre la variedad
simpléctica (M,w), i.e. un producto estrella de la forma (13) sobre Ay, satisfa-
ciendo todas las propiedades listadas anteriormente.

El problema —méds general— de la existencia de una cuantizaciéon por deformacion
para variedades de Poisson tardé un poco mads en ser resuelto, positivamente,
por M. Kontsevich [14]. Los métodos utilizados por Kontsevich son mucho més
potentes que los expuestos en este articulo y han sido generalizados por A.
Cattaneo, G. Felder y L. Tomassini para el caso de cuantizaciéon global, cuya
construccién no es lejana en espiritu a la construcciéon de Fedosov. El lector
interesado encontrard una prueba en su completa generalidad en [6].

3 Problemas Abiertos y Perspectivas

Vamos a terminar estas paginas haciendo un sobrevuelo a otros desarrollos asoci-
ados con lo expuesto anteriormente, en particular lo concerniente a la definicién
de trazas sobre el dlgebra formal Ay y la del indice asociado con dichas trazas,
lo que da lugar a una generalizacién del muy conocido teorema del indice de
Atiyah-Singer. Tras una descripciéon de los hechos demostrados en este con-
texto concluiremos mencionando la conjetura de Fedosov sobre el indice para
variedades con frontera y algunas direcciones en las que se sigue investigando
intensamente.

Trazas. Sea (M,w) una variedad simpléctica compacta de dimensién 2n, y
(A = C>*(M)[h], *) una cuantizacién por deformacién de M, i.e. un producto
asociativo con unidad * : Ay ® A — Ay sobre Ay tal que

frg=Ff-g+> hBi(f.9), (21)

k>1

y satisfaciendo las propiedades mencionadas en la Definicién 4.

Definicion 5. Una traza sobre Ay es una aplicacion h-lineal
Tr: Ap—C[h™ 1, 1],

donde C[h™", 1] es el conjunto de series de Laurent formales en h con un naimero
finito de potencias negativas, tal que, Vf, g € Ap,

Tr([f, 9l+) = 0, (22)
donde [f, gl = fxg—g*f.
En el caso del producto de Moyal descrito en el Ejemplo 3, la traza puede

describirse de manera particularmente simple. De hecho, para cualquier par de
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funciones f y g con soporte compacto, se tiene que7

| usaer= [ g

lo que implica que la aplicacion

fo [ e
R2n
define una traza (ver [10]). Usando particiones de la unidad, esta traza puede ser
definida para cualquier variedad simpléctica, y puede ser provado que siempre
es ‘local’” en el sentido de que existe una densidad p(z, k) € C*°(M)[r] tal que

1
Tr(f) = ——— w™. 23
(= e [ ot (23)
En general, es posible trabajar con algebras con coeficientes en un haz vectorial
arbitrario F sobre M, y la construccion de la traza da nuevamente una forma
local (en la que ahora la densidad serd una matriz y, por consiguiente, en el
interior de la integral (23) aparecerd a su vez la traza usual).

Teoremas de Indice. Uno de los resultados més importantes del siglo veinte
en matematicas es el teorema del indice de Atiyah y Singer, y sus consecuentes
extenciones y generalizaciones. Teoremas de este tipo son ejemplo de intere-
santes puntos de encuentro entre la geometria, la topologia, el andlisis y el
algebra. Dado un operador autoadjunto P eliptico (diferencial 6 pseudodifer-
encial) actuando sobre un espacio de Hilbert (de funciones o secciones de un
fibrado sobre una variedad compacta), su nicleo y co-nicleo son de dimensién
finita, y su indice es definido como la diferencia entre tales dimensiones:

ind(P) = dim Ker P — dim CoKerP. (24)

El teorema de Atiyah-Singer muestra que este niimero entero puede ser calcu-
lado como una integral sobre la variedad de base, la integral de una forma de
volumen construida apartir de clases caracteristicas que contienen importante
informacion topolodgica y geométrica. Las pruebas originales de tal tipo de resul-
tado usan métodos de geometria y topologia algebraica; no obstante, pruebas
mas recientes involucran técnicas del andlisis en dimension infinita, que han
permitido identificar interesantes interacciones entre el algebra, el andlisis, la
geometria y la topologia que involucran estos teoremas.

Todo lo anterior resalta la importancia de la generalizacién del teorema de
Atiyah-Singer lograda por Fedosov usando métodos de la teoria de cuantizacion
por deformacién. Como hemos visto en las secciones anteriores, en cuantizacién
por deformaciéon no hay espacios de Hilbert, ni operadores, y sinembargo es

"La 2n-forma de volumen w” que aparece en la integral es usualmente normalizada, en la,
n

literatura como “+, por simplicidad en la notacién omitiremos la normalizacién.
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posible recuperar el resultado mediante a un “sencillo” calculo de trazas.

Dada una variedad simpléctica® (M, w) y una cuantizacién formal con producto
estrella * sobre el dlgebra formal Aj, y sea 15 la unidad de dicha dlgebra. Defin-
imos el indice del dlgebra (o de la deformacién) como el polinomio en % dado
por la traza del elemento 1y, es decir como la integral dada por (23),

1

Supongamos ahora que P es un operador eliptico autoadjunto actuando sobre
secciones de un haz vectorial E sobre una variedad arbitraria X, sin frontera, no
necesariamente simpléctica. Asociados a X y a P hay una variedad simpléctica
(su haz cotangente m : M = T*X — X) y un haz vectorial sobre ella (el
fibrado n*(E) — M definido por el pull-back con la proyeccién 7 y el simbolo
principal de P), y tomando el dlgebra Ay (E) de deformacién de C° (M, n*(E)),
i.e. funciones suaves con coeficientes en 7*(F), tenemos que

Ind(An(E)) = ind(P).

Mas atdn, calculando explicitamente el término apareciendo como densidad en
(25), obtenemos que

Teorema (Fedosov) [10]
Tr(1p) = /M [Ch(E)A(M)eXp (2:7)]2” (26)

donde Ch(E) y A(M) son las clases caracteristicas asociadas a los objetos apare-
ciendo en la deformacion.

Esta es la generalizacién del teorema del indice encontrada en cuantizacién por
deformacion, que di6é lugar —entre muchas otras cosas— a teoremas de indice
puramente algebraicos.

Una Conjetura. En el caso de variedades con frontera, aunque Fedosov a
conjeturado que un teorema de indice de tipo similar debe existir, no hay ac-
tualmente una prueba de tal resultado. La férmula conjeturada por Fedosov
—sin querer ser muy precisos— incluye dos términos: uno (casi) idéntico al
dado en (26), conteniendo informacién acerca de la parte correspondiente al
indice sobre la variedad, y otro similar conteniendo solamente lo correspondi-
ente a la frontera, con la particularidad de que involucra un haz vectorial de
rango infinito (condiciones de frontera). La conjetura serd anunciada en detalle
por su autor en una préxima publicacién.

8En general pueden considerarse variedades de Poisson, sobre las cuales hay mucha mas
variedad de trazas, pero por simplicidad consideraremos el caso simpléctico con la traza dada
por (23). El caso general puede encontrarse en [10] y las referencias que allf mencionadas.
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Es importante mencionar igualmente que la teoria ha sido utilizada en muchas
areas de las matematicas y la fisica. Cabe mencionar, por ejemplo, el uso dado
en andlisis para encontrar férmulas traciales para operadores tipo Schrodinger,
el desarrollo del algebra y la geometria formal, y -en fisica- la relacién con la
integral de Feynman en teoria cudntica de campos, en particular para modelos
sigma [5]. Detalles pueden ser encontrados en las referencias suministradas.

Otras Direcciones. Aparte de los hechos mencionados anteriormente, hay
muchas cosas por realizar en la teoria de cuantizacién por deformacién. La
primera extensiéon que viene a la cabeza es la de pasar de la dimension finita
(i.e. un ndmero finito de grados de libertad) a la dimensién infinita, y su con-
secuente aplicacién a la teoria cudntica de campos. Es muy poco lo que se sabe
hacer por estos métodos en dimensién infinita, pero parece natural aplicar la
relacién entre la teoria del indice y el andlisis en dimensién infinita (en particu-
lar la teoria de regularizacién de trazas, que da lugar a nuevas interpretaciones
de resultados cldsicos en fisica tedrica, ver e.g. [4]) en este contexto, y esta
direccién es prometedora.

También vale la pena mencionar recientes estudios que tratan de establecer
un puente entre esta teoria y el andlisis espectral, herramienta fundamental de
las matematicas de hoy dia. El problema de la dindmica asociada a esta teoria
cuantica también es objeto de estudio, en particular en el caso de los operadores
de Schrodinger. La teoria de la cuantizacion por deformacion —iniciada hace
un poco mas de un cuarto de siglo— continua hoy siendo un campo de intensa
actividad en matemadticas y fisica, una discusién licida sobre sus principales
atractivos y defectos, incleyendo sus posibles desarrollos y aplicaciones puede
encontrarse en [11]. Otras exposiciones, mds detalladas que el presente articulo
y conteniendo muchas mas referencias a los trabajos originales, pueden encon-
trarse en [16][19] y, porsupuesto, el texto [10].
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