Primer Examen Parcial — Tema A Célculo Vectorial Marzo 5 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico.
Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada mateméaticamente. Firme y entregue el

enunciado junto a la hoja de examen. Tiempo maximo 1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

2:(:2—y2

W no existe.

1. i. Demuestre que el limite h’m(x,y)%(op)

ii. Demuestre que el campo vectorial F(x,v, 2) = (z?y, 222, 2y2z) no es un rotacional.

(6 puntos)

2. Un campo escalar f(z,y) tiene, en el punto (1,2), derivadas direccionales iguales a 2 en la direccién
del vector unitario (1,0), y 3 en la direccién del vector unitario (0, —1).

i. Halle Vf(1,2).
ii. Calcule la derivada direccional de f(x,y) en el punto (1,2) y en la direccién del vector unitario
(2,2).

(6 puntos)

3. i. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 2z +3? — 3y +5 en el punto (1,2,5).
ii. Encuentre la recta normal a la superficie z = 2z + 2 — 3y + 5 en el punto (1,2,5).

(6 puntos)

4. Encuentre los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = 22 +y? —x+y en la regién del plano
D = {(x,y) € R? | 22 +y? < 1}. (6 puntos)

5. Considere la curva en el plano c(t) = (2cost,sent) y la funcién de f : R? — R? dada por f(z,y) =
(2% +1,9°).

i. Calcule ¢(F) y encuentre la recta tangente a la curva c(t) en ese punto. Haga una gréfica.

ii. Encuentre la recta tangente a la curva o(t) = f(c(t)), la imagen de la curva ¢(t) bajo la funcién
[, en el punto f(c(F)).

(6 puntos)
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Primer Examen Parcial — Tema B Céalculo Vectorial Marzo 5 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico.

Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemadticamente. Tiempo maximo

1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

. s e s —xy .
1. i Demuestre que el limite lim, ) (0,0) Tz o existe.

ii. Demuestre que el campo vectorial ﬁ(x,y, z) = (2y,—2x,zy) no es el gradiente de un campo
escalar.

(6 puntos)

2. Un campo escalar f(z,y) tiene derivadas direccionales en el punto (1,2) iguales a 3 en la direccién
del vector unitario (1,0), y —2 en la direccién del vector unitario (0, —1).

i. Halle Vf(1,2).
ii. Calcule la derivada direccional de f(z,y) en el punto (1,2) y en la direccién del vector unitario
.9

(6 puntos)

3. i. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 222432 —3y+5 en el punto (1,2, 5).
ii. Encuentre la recta normal a la superficie 2 = 222 + y? — 3y + 5 en el punto (1,2,5).

(6 puntos)

4. Encuentre los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = 22 + 4% + 2 — 2y en la regién del
plano D = {(z,y) € R? | 2% + y? < 5}. (6 puntos)

5. Considere la curva en el plano c(t) = (2sent,cost) y la funcién de f : R? — R? dada por f(z,y) =
(22 +1,9%).

i. Calcule ¢(%) y encuentre la recta tangente a la curva c(t) en ese punto. Haga una grafica.

ii. Encuentre la recta tangente a la curva o(t) = f(c(t)), la imagen de la curva ¢(t) bajo la funcién
[, en el punto f(c(5)).

(6 puntos)
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PARcIAL I — CALCULO VECTORIAL

Solucidn

1. TEmMA A.

252 92 . P
% no existe podemos ver que el valor de tal limite
depende del camino usado. Por ejemplo, el limite seria 2 si tomamos como camino el eje x, —% si

i. Para verificar que el limite lim(, ) (0,0

lo calculamos sobre el eje y pero, por ejemplo, calculando por la recta y = v/2z,

0
li -
o) f(z,y) 0.2 =0

asi que el limite no existe.

ii. El campo vectorial f‘(x, y, 2) = (x?y, 222, xyz) no es un rotacional porque su divergencia es igual a

§~f‘:2xy+0+a:y:3xy7£0,

y de ser un rotacional deberia ser igual a cero (6 . (6 X ﬁ) = ( para cualquier campo vectorial ﬁ)

TEMA B.

i. Igual que antes, el limite lim(, ,)_(0,0) ﬁ serfa 0 si tomamos como camino el eje x o el eje y

pero, por ejemplo, calculando sobre la recta y = /2,

f(%y):ﬂ v2

I -2
(x,y)l—>m(0»0) 212 2

asi que el limite no existe.

ii. El campo vectorial F(z,y,z) = (2y, —2z,zy) no es el gradiente de un campo escalar porque su

rotacional es igual a
V xF = (x,—2,—4) #0,

y de ser un gradiente deberia ser igual a cero (6 X (6 = 0 para cualquier campo escalar -

2. TEMA A. Sea f(z,y) un campo escalar cuyas derivadas direccionales, en el punto (1, 2), son iguales

a 2 en la direccién del vector unitario (1,0), y 3 en la direccién del vector unitario (0, —1).

i. Como, por definicién la derivada direccional de f en la direccién del vector & = (a,b) es

= 0 0
Df(1,2) = (V1(1,2) - # a3l (12 + 050 (1,2),

podemos deducir que %(1, 2)=2y %(1’ 2) = =3, luego

—

V/(1,2) = (2,-3).



ii. La derivada direccional de f(z,y) en el punto (1,2) y en la direccién del vector unitario (2, ) es
entonces

34 30f 40f 6

Dfs 4(1,2) = (Vf(1,2)) - { 50y 5

TEMA B. 1. Vf(1,2) = (3,2) vy ii.

ol

3. TEMA A.

i. La ecuacién del plano tangente a la superficie 2 = 2z + y* — 3y + 5 en el punto P = (1,2,5) se
puede calcular como

8£
ox

oF
r—1)+ —
P( ) dy

(z—=5)=0,

oF
(y*2)+£P

P

donde F(z,y,z2) = z — 2 — y? + 3y — 5. Calculando las derivadas parciales de F' tenemos que esta
ecuacion es

(=2)(z =1+ (-1y—2)+1)(z—5) =0,

asi que la ecuacién del plano deseado es 2x +y — z = —1.

ii. Como el vector normal al plano tangente a la superficie z = 2z +y? — 3y +5 en el punto P = (1,2, 5)
es 1 = (2,1, —1), la recta normal a la superficie en tal punto es la dada por la ecuacién vectorial

T =T+t = (1,2,5) + (2,1, -1).

TeEMA B.i. do+y—z=1yil. &= (1,2,5) +t{4,1,—1).

4. TEMA A. Podemos encontrar los valores méximo y minimo de la funcién f(x,y) = 2? +y?> —x+y
en la regién del plano D = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1} buscando los puntos criticos al interior del disco
D y sobre su frontera, evaluando en la funcién para encontrar la respuesta.

(i) Los puntos criticos de la funcién f(x,y) = 2? + y? — 2 + y al interior del disco D se encuentran
donde sus derivadas parciales se anulan simultaneamente. Como

af af
—=2xr—1=0 — =2y+1=0
e A i ;
debemos verificar que x = % vy = —%, es decir que el inico punto critico es (%, —%) Para clasificar

tal punto critico debemos calcular el determinante de la matriz de segundas derivadas:

o2f  o%f 2 0
det( o5 agzé}y>=det(o 2):4>07
Oyox y?

2,
asi que, como en el punto (%, —%) el detreminante es positivo, y % \(%’7%): 2 > 0, el punto critico
en cuestién es un minimo.

(ii) La restriccién es la funcién g(z,y) = 22 +y?> — 1 =0, asf que ﬁf = )\ﬁg, ie.



lo que nos da dos ecuaciones

2r —1 =2\x
2u+1 =2\y.

Despejando A tenemos que
S 2x—-1 2y+1

A ;
2x 2y

luego
r=-Y,

es decir que, si usamos la restriccién, tenemos que

i\/T
xr = —
27

asi que la funcién f podria alcanzar su maximo/minimo en los puntos (\/g , —\/g) 0 (—\/g , \/g)

Finalmente, evaluamos f en los tres puntos anteriores, obteniendo:

s -h=1-va geyhh=teva rdh=-l

luego los valores extremos de la funcién son éstos dos ultimos.

TEMA B. El minimo estd en (—%,1) y es —1, el maximo estd en (1,—2) y es 10.

5. TEMA A.

ii.

Evaluando directamente tenemos (%) = (2cos §,sen %) = (v/3, 1) y, entonces, la recta tangente a
la curva c(t) en ese punto es la que tiene vector director ¢’(§) = (—2sen §,cos g) = (—1, §>7 es

decir la dada por la ecuacién vectorial
1 3
i = (V3, 3) TH=1 §>, teR,
que, en coordenadas (x,%) del plano, se escribe como 3z + 2v/3y = 4+/3.

La imagen de la curva en el plano c(t) = (2cost,sent) bajo la funcién de f : R? — R? dada por
flz,y) = (2% +1,y?) es o(t) = (4cos?t + 1,sen?t). La recta tangente a la curva o(t) = f(c(t)),
en el punto f(c(%)) es la que tiene vector director (—2v/3, ?), como puede verse directamente a
partir de la férmula anterior, o usando la regla de la cadena:

()=o) 6= (% 5, (5)-(F)

Asi, tal recta est dada por la ecuacin

7= (4, 1> + (=23, ?), teR,

4

que, en coordenadas (z,y) del plano, se escribe como x +4y = 5. Nétese que, en efecto, tal relacién
se establece facilmente a partir de las coordenadas de o(t).

TeMA B.i. ¢(3) = (1, —§> y 3z + 2v/3y = 4V/3, ii. (2V/3, —@) es el vector director y x + 4y = 5.



