Primer Examen Parcial — Tema A Calculo Vectorial Septiembre 17 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico. Recuerde apagar
y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdaticamente. Firme y entregue el enunciado junto a la hoja

de examen. Tiempo maximo 1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Considere la funcién f : R2 — R dada por

[T
f(z,y) {0 s (z 1

i. Calcule, si es que existe, lim, ), 0,0y € s .
ii. Diga si f es continua en (0,0). Explique.
iii. Halle Vf(1,0).

(6 puntos)

2. Considere la curva en el plano ¢(t) = (2cost,sent) y sea f(z,y) una funcién f: R? — R.
i. Calcule c¢(7) y encuentre el vector tangente a la curva c(t) en ese punto.

ii. Si Vf(V2, g) = (V/2,V/2), encuentre la derivada de la funcién compuesta f(c(t)) cuando t = Z.

(6 puntos)

3. Considere la superficie en R? dada por la ecuacién z = 22 + y2.

i. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (1,0, 1).
ii. Encuentre la recta normal a la superficie en el punto (1,0, 1).

iii. Demuestre que la recta normal a la superficie en el punto (1,0, 1) intersecta a la superficie en otro punto,
encuentre las coordenadas de ese punto.

(6 puntos)

4.  i. Encuentre el punto sobre la elipse 22 + 6y + 3zy = 40 para el cual el valor de la coordenada y es maximo.

ii. La funcién f(z,y) = 2% + y3 — 322 — 3y? — 9z tiene cuatro puntos criticos: (3,0), (3,2), (—1,0) y (—1,2).
Diga cudles de ellos son extremos (méximos o minimos locales) de f.

(6 puntos)

5. Considere el campo vectorial F = (22 + yz, 3y, zy + 2).

i. Calcule la divergencia de F.
ii. Calcule el rotacional de F.

iii. Diga si el campo F es un rotacional (ie. si F =V x G para algtin campo vectorial C_-‘:)

(6 puntos)
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Primer Examen Parcial — Tema B Calculo Vectorial Septiembre 17 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico. Recuerde apagar
y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdaticamente. Firme y entregue el enunciado junto a la hoja
de examen. Tiempo maximo 1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Considere la funcién f : R2 — R dada por

fag) =4 SR si@y) £0,0)
’ 1 si(z,y) = .

sen (2 +y2)

i. Calcule, si es que existe, lim g ) (0,0) premt

ii. Diga si f es continua en (0,0). Explique.
iii. Halle Vf(y/7,0).
(6 puntos)

2. Considere la curva en el plano c(t) = (cost,2sent) y sea f(z,y) una funcién f: R? — R.

i. Calcule c¢(7) y encuentre el vector tangente a la curva c(t) en ese punto.

ii. Si ﬁf(g, V2) = (V/2,V/2), encuentre la derivada de la funcién compuesta f(c(t)) cuando t = Z.
(6 puntos)

3. Considere la superficie en R? dada por la ecuacién z = 22 + y2.

i. Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (0,1, 1).
ii. Encuentre la recta normal a la superficie en el punto (0,1,1).

iii. Demuestre que la recta normal a la superficie en el punto (0,1, 1) intersecta a la superficie en otro punto,
encuentre las coordenadas de ese punto.

(6 puntos)

4.  i. Encuentre el punto sobre la elipse 22 + 632 + 3zy = 40 para el cual el valor de la coordenada x es maximo.

ii. La funcién f(z,y) = 2% + y3 — 322 — 3y? — 9z tiene cuatro puntos criticos: (3,0), (3,2), (—1,0) y (—1,2).
Diga cuéles de ellos son puntos de silla de f.

(6 puntos)

5. Considere el campo vectorial F = (2% + yz, 2% — 2y, 32).
i. Calcule la divergencia de F.
ii. Calcule el rotacional de F.
iii. Diga si el campo F es un rotacional (i.e. si F=VxG para algiin campo vectorial é)

(6 puntos)
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PARcIAL 1 — CALCULO VECTORIAL

Solucidn

1.

TeMA A. Considere la funcién f : R? — R dada por

1
e =2+ sif
x? = .
f(@.y) { 0 si(x,y

. e . X . 1
lim e «*+» =lime 2 = lim — = 0.
(2.y)—(0,0) r=0 r=0 e

ii. La funcién f(z,y) es continua en (0,0) si lim, ) (0,0) f(z,y) = f(0,0) luego, por la definicién de
la funcién y el calculo anterior, f es continua en (0,0).

iii. Finalmente, por definicién

of of

- —2x 1 —2y
Vf(l, O) = <7 IR
Loy 9

(2w e T )= (==.0).

ox (1.0) (x2+y2)2 (170)7 (9:2+y2)2 (1,0)

TEMA B. Considere la funcién f : R? — R dada por

fay) :{ ) si(ey) £ (0.0)
’ 1 i = :

si(z,y) = (0,0)
1.
sen (22 + y?) — lim sen (r?) 1
(z,9)—(0,00 22+ y? r—0 12

ii. La funcién f(z,y) es continua en (0,0) si lim, ) (0,0) f(z,y) = f(0,0) luego, por la definicién de
la funcién y el cdlculo anterior, f es continua en (0,0).

iii. Finalmente, por definicién

Vim0 =2

of
w0 9 lmo)

2z(2% + y?) cos(x? + y?) — 2z sen (22 + y?)
(22 + y2)2

2y(2? + y?) cos(z? + y?) — 2y sen (22 + 3?) 2
VR0 (@2 +y%)? (W70) VT

(




2.

TEMA A. Considere la curva en el plano c(t) = (2cost,sent) y sea f(x,y) una funcién f: R? — R.

i. Remplazando el pardmetro en la curva obtenemos c(%) = V2, £> y, derivando, encontramos que
el vector tangente a la curva en ese punto es ¢/(5) = (—v/2, £>

ii. Si Vf (V2, @) = (v/2,1/2), independientemente de quien sea f, para encontrar la derivada de la

funcién compuesta f(c(t)) cuando t = § usamos la regla de la cadena:

Lpen| = Fre-e(F) = (VaVE - (V2. ) = 2 e 11

t=7 2

N

TEMA B. Considere la curva en el plano c(t) = (cost,2sent) y sea f(z,y) una funcién f:R? — R.
i. Remplazando el pardmetro en la curva obtenemos c(%) = (i v/2) y, derivando, encontramos que
el vector tangente a la curva en ese punto es ¢/(}) = (— i V2).

ii. Si Vf ( ,v2) = (v/2,4/2), independientemente de quien sea f, para encontrar la derivada de la

funcién compuesta f(c(t)) cuando t = 7 usamos la regla de la cadena:

Lpen| = Fre@)-(F) = (VaVE (VD = c1a2 1,

t=7 4

3.

TeMA A. Considere la superficie en R? dada por la ecuacién z = z2 + 2.

i. La ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto Z, = (1,0, 1) se puede encontrar a partir
del gradiente de la funcién F(z,y, z) = z — 2% — y?. La ecuacién del plano es VF(T,) - (£ —Z,) = 0,
como VF = (—2x,—2y, 1) tenemos

(=2)(z = 1)+ (0)(y = 0) + (1)(z = 1) = 0,
asi que la ecuacion del plano tangente es 2z — z = 1.

ii. La recta normal a la superficie en el punto Z, = (1,0, 1) tiene como vector director a VF (1,0,1) =
(—2,0,1), luego la ecuacién vectorial de tal recta es (x(t),y(t),z(t)) = (1,0,1) + t(—2,0,1) =
(1—2t,0,1+1), conteR.

iii. Como las componentes de la recta normal a la superficie en el punto (1,0, 1) son z(t) = 1—-2¢, y(t) =
0y 2(t) = 1+t, y deben satisfacer en los puntos de interseccién con la superficie la ecuacién
2z = 22 + 92, tenemos que

L+t=(1-2t)=1— 4t + 42,

es decir que 4t? — 5t = t(4t — 5) = 0 y la recta intersecta a la superficie en t = 0 (i.e. en el punto
dado) y en otro punto, para el cual t = %, cuyas coordenadas son (—%, 0, %).




TEMA B. Considere la superficie en R? dada por la ecuacién z = 22 + 2.

i.

ii.

iii.

La ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto Z, = (0, 1,1) se puede encontrar a partir
del gradiente de la funcién F(z,y,2) = z — 2% — . La ecuacién del plano es VF(&,) - (£ — 7,) = 0,
como VF = (—2x,—2y, 1) tenemos

0)(z = 0)+ (=2)(y = 1) + (1)(z = 1) =0,
asi que la ecuacion del plano tangente es 2y — z = 1.

La recta normal a la superficie en el punto Z, = (0,1, 1) tiene como vector director a ﬁF(O7 1,1) =
(0,—2,1), luego la ecuacién vectorial de tal recta es (x(t),y(t),z(t)) = (0,1,1) + ¢(0,—-2,1) =
(0,1 —2¢t,1+1t), conteR.

Como las componentes de la recta normal a la superficie en el punto (0,1,1) son z(t) = 0, y(t) =
1—2ty z(t) =1+t y deben satisfacer en los puntos de interseccién con la superficie la ecuacién
2z =%+ yz, tenemos que

L+t=(1-2t)%=1—4t+ 4%,

es decir que 4t? — 5t = t(4t — 5) = 0 y la recta intersecta a la superficie en t = 0 (i.e. en el punto

dado) y en otro punto, para el cual t = %, cuyas coordenadas son (0, —%, %).

4. TEMA A.

i.

ii.

El punto sobre la elipse 2 4 6y? + 3xy = 40 para el cual el valor de la coordenada y es méximo
se puede encontrar usando la ecuacién de la elipse como restriccién y maximizando f(z,y) =y con
multiplicadores de Lagrange:

(0,1) = A2z + 3y, 12y + 3z),

y, como 1 = A(12y + 3z) implica que A # 0, tendremos de 0 = A(2z + 3y) que 2z = —3y, luego
(remplazando en la restriccién) el punto que tiene mayor coordenada y sobre la elipse resulta ser

(—v2d, /%),

La funcién f(z,y) = 23 + y3 — 322 — 3y? — 92 tiene cuatro puntos criticos: (3,0),(3,2),(—1,0) y
(—1,2). Para clasificarlos calculamos

y—06

it R | 61—6 0
det( o e )zdet( 0 6 ):36:cy—36x—36y+36.

En (3,2) y (—1,0) este determinante es positivo, luego estos dos puntos son extremos (maximos o
minimos locales) de f (de hecho, hay un méximo y un minimo).



TEMA B.

i. El punto sobre la elipse 22 + 632 4 3xy = 40 para el cual el valor de la coordenada 2 es maximo
se puede encontrar usando la ecuacién de la elipse como restriccién y maximizando f(z,y) = z con
multiplicadores de Lagrange:

(1,0) = A2z + 3y, 12y + 3x),

y, como 1 = A(2z + 3y) implica que A # 0, tendremos de 0 = A(12y + 3z) que 3z = —12y, luego
(remplazando en la restriccién) el punto que tiene mayor coordenada y sobre la elipse resulta ser
(8,—2).

ii. La funcion f(x,y) = 2® + 3> — 322 — 3y? — 9z tiene cuatro puntos criticos: (3,0),(3,2),(—1,0) y
(—1,2). Para clasificarlos calculamos

it il 6:—6 0
det | 08, %EY | =det ( 0 66 ) = 36ay — 36z — 36y + 36.
Oyozx dy?

En (3,0) y (—1,2) este determinante es negativo, luego estos dos puntos son puntos de silla.

5. TEMA A. Considere el campo vectorial F = (22 + yz, 3y, zy + 2).

i. La divergencia de F es

0, 9] d B
7%@ +yz)+a—y(3y)+£(xy+z)72x+4.

=

V-
ii. El rotacional de F es
V xF = {(z,0,—2).
iii. El campo F no es un rotacional porque su divergencia es diferente de cero.

TEMA B. Considere el campo vectorial F = (22 + yz, 23 — xy, 32).

i. La divergencia de F' es

5 5 0 o 9 3 9 —
V-F = 6x(x —i—yz)—l—ay(z xy)—l—az(?)z)—x—i—?).

ii. El rotacional de F es L
V xF = (=322 y,—y — 2).

iii. El campo F no es un rotacional porque su divergencia es diferente de cero.



