Segundo Examen Parcial — Tema A Calculo Vectorial Noviembre 5 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico.
Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemaéticamente. Tiempo maximo

1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Considere la superficie S dada por
x=rcos, y=rsend, z=040,
para0<r<1y 0<6<2x.

i. Encuentre la recta normal a la superficie en el punto (0,1, 7).

ii. Encuentre el plano tangente a la superficie en el punto (0,1, 7).

1
iii. Muestre que el area de la superficie se calcula con la integral 2w / V1+r2dr.
0

iv. Calcule // F - dS, para f‘(a:, y,x) = (x,y, z), donde la orientacién es la determinada por la
S

normal con componente z positiva.

(12 puntos)

2. Calcule la integral

J[ @ =weostat =42 aa.

donde la regién D es el paralelogramo {(z,y) € R* |0 <z —y <m, 0 <z+y <1}. (6 puntos)

3. Halle la componente z del centro de masa del sélido homogéneo (de densidad constante) acotado
por la superficie 22 +y? = 22 y los planos z = 0y z = 3. (6 puntos)

4. Considere la funcién f(z,y,2) = x + 3y — 2zy + =.
i. Calcule el campo vectorial F=V f-

ii. Calcule / F-d5 donde o es cualquier camino que va de (0,1,0) a (1,0,1) en R3.
g

(6 puntos)
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Segundo Examen Parcial — Tema B Calculo Vectorial Noviembre 5 de 2016

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico.
Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemaéticamente. Tiempo maximo

1 hora y 50 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Considere la superficie S dada por
x=rcos, y=rsend, z=040,
para0<r<1y 0<6<2x.

i. Encuentre la recta normal a la superficie en el punto (—1,0, 7).

ii. Encuentre el plano tangente a la superficie en el punto (—1,0, 7).

1
iii. Muestre que el area de la superficie se calcula con la integral 2w / V1+r2dr.
0

iv. Calcule // F- d§, para f‘(a:, y,z) = (z,y, z), donde la orientacién es la determinada por la
S

normal con componente z negativa.

(12 puntos)

2. Calcule la integral

J[ @+ wsen(a =iy aa

donde la regién D es el paralelogramo {(z,y) e R? |0 <z —y <m, 0 <z +y <1}. (6 puntos)

3. Halle la componente z del centro de masa del sélido homogéneo (de densidad constante) acotado
por la superficie 22 + 4% = z y los planos z = 0 y z = 3. (6 puntos)

4. Considere la funcién f(z,y,2) = 3z +y — 22y + 2.
i. Calcule el campo vectorial F=V f-

ii. Calcule / F - d5 donde o es cualquier camino que va de (0,1,0) a (1,0,1) en R3.

(6 puntos)
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PARcIAL 2 — CALCULO VECTORIAL

Solucidn

1.

TEMA A. Sea S la superficie dada por ®(r,0) = (rcosf,rsenf,d), para0 <r <1y 0<6 < 2r. Esta
superficie es un helicoide y, parametrizado de esta forma, su plano tangente en cada punto estd generado
por los vectores T, = (cos,sen b, 0) y Ty = (—rsenf,rcosf,1). Dado que T, x Ty = (sen @, — cos 6, r)
tiene norma ||’f‘r x Ty | =+v1+7r2#£0paratodo0<r <1y 0<8<2m, el helicoide es una superficie
suave en todo punto.

i. Elpunto (0,1, §) estd en S porque ®(r = 1,0 = 7) = (0,1, §), asi que la recta normal a la superficie
en el punto dado tiene como vector director T, x T9|(177 = (1,0,1). La ecuacién vectorial de tal

recta es X = (0,1, ) +t(1,0,1), para t € R.

ii. El plano tangente a la superficie en el punto (0,1, %) tiene como vector normal ’fT X ’f‘9|(1,%)
(1,0,1), ast que la ecuacién de tal plano esta dada por (z,y —1,2—F)-(1,0,1) =0,ie. 2 +2 =

jus
5 -

iii. El drea de una superficie parametrizada con ®(r, ) se calcula con la integral de superficie A(S) =
[ I Ty x Tg| drdf, donde D denota el dominio de la parametrizacién. En este caso

S):/0%/01\/1+r2drd0:277/01\/1+r2dr:7r<\/§+log(1+\/§)).

iv. Por definicién // F.-dS = [[, F( ))-(T,xTg) drdf, y dado que F(®(r, 0)) = (r cos 6, rsen 6, )

y T, x Ty = (sen @, — cos @, r) define el vector normal con componente z positiva,

27 1
//f~d§:/ /rodrd9:7r2.
S 0 0

TEMA B. Sea S la superficie dada por ®(r,0) = (rcosf,rsend,0), para0 <r <1y 0 <6 < 2w. Esta
superficie es un helicoide y, parametrizado de esta forma, su plano tangente en cada punto estd generado
por los vectores T, = (cosf,senf,0) y Ty = (—rsenf,rcosf,1). Dado que T, x Ty = (senf, — cos,r)
tiene norma ||'f‘r X ’f‘g |=vV1+r2#0paratodo0<r <1y 0<6 <2, el helicoide es una superficie
suave en todo punto.

i. El punto (—1,0,7) estd en S porque ®(r = 1,0 = m) = (—1,0,7), asi que la recta normal a
la superficie en el punto dado tiene como vector director T, x Tyl ) = (0,1,1). La ecuacién
vectorial de tal recta es X = (—1,0,7) +¢(0,1,1), para t € R.

ii. El plano tangente a la superficie en el punto (—1,0,7) tiene como vector normal T, x ’f‘9|(17w) =
(0,1,1), asi que la ecuacién de tal plano esta dada por (x +1,y,z —m)-(0,1,1) =0, i.e. y+ 2z = 7.

iii. El drea de una superficie parametrizada con ®(r, 6) se calcula con la integral de superficie A(S) =
JJp IT x Tg| dr df, donde D denota el dominio de la parametrizacién. En este caso

2m 1 1
:/ / \/1+7’2d7’d0:27r/ \/1+r2dr:ﬂ(ﬁ+log(l+\@)).
o Jo 0



iv. Por definicién // F-dS = [[, F(®(r,0))(T,xTy) drdb, y dado que F(®(r,0)) = (r cos 6, rsen, 0)
s

y T, x Ty = (—sen ), cos 0, —r) define el vector normal con componente z negativa,

27 1
//F-d§=—/ /errdGz—wQ.
S 0 0

TEMA A. Para calcular la integral [[, (x — y) cos(z® — y?) dA, donde la regién D es el paralelogramo
{(m,y) ER?|0<z—-y<m 0<z+y< 1}, hacemos el cambio de variable

2.

u=xr—vyY, vV=T+Yy,

cuyo Jacobiano es |J| = %, obteniendo como regién de integracion 0 < u <7, 0 < v < 1. Asi,

1 ™ 1 ™
// (x —y) cos(z? — y?) dA = 1/ / wcos(uv) dudv = 7/ sin(u) du = 1.
D 2Jo Jo 2 Jo

TEMA B. Para calcular la integral [[,(z + y) sen (#* — y?) dA, donde la regién D es el paralelogramo
{(ac,y) ER?|0<z—-y<m 0<z+y< 1}7 hacemos el cambio de variable

u=z-y, v=r+yY,
cuyo Jacobiano es |J| = %, obteniendo como regién de integracién 0 < u <, 0 < v < 1. Asi,

//D(x—l—y)sen(xQ—yz)dA:;/Ol/oﬂvsin(uv)dudv:;/Ol(l—cos(m}))dvzi.

3.

TEMA A. La componente z del centro de masa del s6lido homogéneo (de densidad constante p) acotado
por la superficie 22 442 = 22 y los planos 2 =0y z = 3 es, por definicién,

fffR zpdV
[[[npdV "’

donde R es la regién sélida interior al cono (ver figura) entre z =0y z = 3.

z =

Como 22 + y? = r2 = 22, en coordenadas cilindricas tal regién se describe como 0 < r <2z, 0< 2z <3y

0 <0< 2m, asi que
[gzpdV fo%fogfoz rzdrdzdf 9

7= = )
I gpdv 27 (2 (% rdrdzdo 4



TEMA B. La componente z del centro de masa del s6lido homogéneo (de densidad constante p) acotado
por la superficie 2 +y? =z y los planos z = 0y z = 3 es, por definicién,

__ lrzpdv
-~ Jgpdv’

donde R es la regién sélida interior al paraboloide (ver figura) entre z =0y z = 3.

Como 22 + y? = r?

0 <6< 2m, asi que

= 2z, en coordenadas cilindricas tal regién se describe como 0 <7 < /2, 0<2<3y

_ fffRzpdV B fo%fogfoﬁ rzdrdzdf

z = = =

JgpdV 27 (3 (V7 e dz do

4. TEMA A. Considere la funcién f(z,y,z) =z + 3y — 22y + z.

i. El gradiente de f es el campo vectorial F = ﬁf =(1-2y,3—2x,1).

ii. Para calcular / F.ds donde o es cualquier camino que va de (0,1,0) a (1,0,1) en R?, usamos el

Teorema Fundamental de las integrales de linea:
9845 IE08 = F0.0.1) = 70.1,0) = 1.
TEMA B. Considere la funcién f(z,y,2) = 3z +y — 2zy + 2.
i. El gradiente de f es el campo vectorial F = Vf = (3 —2y,1—2x,1).

ii. Para calcular / F-ds donde o es cualquier camino que va de (0,1,0) a (1,0,1) en R3, usamos el

Teorema Fundamental de las integrales de linea:

[ 91 -d5 = fa (20 = 1000 - £0.1.0) =3



