Examen Final — Tema A Célculo Vectorial Mayo 23 de 2017

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio

electrénico. Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdéticamente.

Tiempo méximo para este examen: 2 horas.

Nombre: Cédigo:

1. Sea ) el s6lido comprendido entre la superficie z = 4 — 24/22 + y2 y el plano z = 0, cuya densidad de masa
estd dada por p(z,y, z) = 2% + 3. Calcule la masa del sélido €.
(6 puntos)

2. Queremos construir una caja cilindrica (con piso y tapa) con volumen de 0,25m? y debemos encontrar las
medidas (para la altura h y el radio ) que hacen que la caja tenga minima drea superficial.
i. Plantee el problema formuldndolo como una optimizacion con restricciones en dos variables.

ii. Resuelva el problema mediante el método de multiplicadores de Lagrange.

(6 puntos)

3. Considere el campo vectorial F = (x,0,0) en R3.
i. A partir de la definicién de integral de superficie, calcule el flujo del campo vectorial F a través del

paraboloide z = 1 — 22 — 32, z > 0, con respecto a la normal que apunta hacia arriba.

ii. Enuncie el Teorema de la Divergencia y tselo para calcular la integral del enunciado anterior.

(6 puntos)

4. Considere las superficies S1 = {(7,5,2) € R3 |22+ ¢y? +22=1,2>0} y So = {(2,9,2) € R3 | 22 + 92 <
1, z =0} , ambas orientadas hacia arriba, y considere el campo vectorial F = (—yz, y, z).

i. Calcule V x ﬁ, el rotacional del campo vectorial F.

ii. Expliqueporqué// ﬁxf‘wlg:// V xF-dS.
Sl S2

iii. Calcule la integral indicada en el enunciado anterior.

(6 puntos)

5. Reponda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta.
i. El campo vectorial F = (y?23, 2xy23, 3xy?2?) es un campo vectorial conservativo y f(x,y,z) = xy?z3
es un potencial para F.
ii. Si Q es un sélido en R? que estd contenido entre los planos z = —1y z = 1, v el 4rea de los cortes
transversales de € (dados por los planos perpendiculares al eje z) viene dada por A(z) = 2% + 22,

entonces el volumen ) es T

iii. Si F es un campo vectorial conservativo entonces V - F = 0.

iv. Si ¢ es una curva cerrada simple en el plano, que encierra un dominio D, entonces la integral / xdy

calcula el area de D. ¢

(6 puntos)
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Examen Final — Tema B Célculo Vectorial Mayo 23 de 2017

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio

electrénico. Recuerde apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdéticamente.

Tiempo mdaximo para esta examen: 2 horas.

Nombre: Cédigo:

1. Sea € el s6lido comprendido entre la superficie z = 4 — (2% + 4?) y el plano z = 0, cuya densidad de masa
estd dada por p(z,y, z) = 2% + 3. Calcule la masa del sélido €.
(6 puntos)

2. Queremos construir una caja cilindrica (con piso y tapa) con volumen de 0,5m?3 y debemos encontrar las
medidas (para la altura h y el radio ) que hacen que la caja tenga minima drea superficial.

i. Plantee el problema formuldndolo como una optimizaciéon con restricciones en dos variables.

ii. Resuelva el problema mediante el método de multiplicadores de Lagrange.

(6 puntos)

3. Considere el campo vectorial F = (0,9,0) en R3.

i. A partir de la definicién de integral de superficie, calcule el flujo del campo vectorial F a través del
paraboloide z = 1 — 22 — 32, z > 0, con respecto a la normal que apunta hacia arriba.

ii. Enuncie el Teorema de la Divergencia y tselo para calcular la integral del enunciado anterior.

(6 puntos)

4. Considere las superficies S1 = {(z,y,2) € R® |22 +y? + 22 =1, 2 > 0} y S2 = {(z,y,2) € R® | 22 + ¢y* <
1, z =0} , ambas orientadas hacia arriba, y considere el campo vectorial F = (y, —z, z).

i. Calcule V x ﬁ, el rotacional del campo vectorial F.

ii. Expliqueporqué// 6Xf‘-d§:// V xF-dS.
Sl SZ

iii. Calcule la integral indicada en el enunciado anterior.

(6 puntos)

5. Reponda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta.

i. El campo vectorial F = (223, 22123, 32y%22) es un campo vectorial conservativo y f(z,y,z) = #3322
es un potencial para F'.

ii. Si Q es un sélido en R? que estd contenido entre los planos z = —1y z = 1, v el 4rea de los cortes
transversales de € (dados por los planos perpendiculares al eje z) viene dada por A(z) = 2% + 22,

entonces el volumen ) es 6"

iii. Si F es un campo vectorial conservativo entonces V - F = 0.

iv. Si ¢ es una curva cerrada simple en el plano, que encierra un dominio D, entonces la integral / ydx

calcula el area de D. ¢

(6 puntos)
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EXAMEN FINAL — CALCULO VECTORIAL

Solucidn

TEMA A.

1. La integral (3 puntos)

2 2 r4-2r 2 2 p4-2r 2
/ / / 7(r? cos® 0 + 12 sin? 0) dzdrdf = / / / 3 dzdrdf = 27r/ (4r% — 2r)dr
o Jo Jo o Jo Jo 0

calcula la masa del sélido €2, se obtiene M = 32T (3 puntos).

2. Sean r y h el radio y la altura del cilindro respectivamente medidas en metros. Dado que el volumen
del cilindro esta fijo la siguinte ecuacién se satisface

0.25 = 7r2h.

Por otro lado el area superficial S de la caja esta dada por la suma del area de piso y techo con el

area de la pared, es decir
S = 2rr? + 2nrh

De ahi:
(i) El problema de optimizacién que queremos resolver es (3 puntos):

min 2772 4 27rh sujeto a 0.25 = 7r2h
(#4) Buscamos entonces los puntos criticos de Lagrange, resolviendo el sistema en (), r, h) dado por

dmr + 2wh = 27rhA
2rr = 72\
0.25 = mr’h
Si r = 0 la primera ecuacion implica que o = 0 lo cual es inconsistente con la tercera ecuacién asi

que podemos suponer que r # 0. De la segunda ecuacién concluimos que A = 2/r (asi que A # 0) y
reemplazando en la primera concluimos que h = 2r. Reemplazando ambas ecuaciones en la restriccion

concluimos que 0.25 = 22 asi que r = {/ 8% ~ 0.341392 metros (3 puntos).

3. (i.) Parametrizamos la superficie como el grafico de una funcién, esto es

rT=u
y=v
z=1—u? -2

con u? + v? < 1. Calculamos entonces

Ty x T, =2ui+ 2vj + k.



Por lo tanto, el flujo viene dado por (3 puntos)

// ui- (2ui+2vj+k) dA = // 2u? dA
u?2+40v2<1 u?2+v2<1
27 1
2/ / 3 cos® 0 dr df
o Jo
1 2
= 7/ cos20df = _.
2 Jo 2
(ii.) Por el Teorema de la Divergencia, la integral anterior es igual a (3 puntos)
1—22—y? 27 1 pl—r?
// / av = / / / rdzdrdf
z2+4y2<1Jo 0 0 0
27 1
= / / r(l—rQ) dr do
o Jo
2m
= / LT

i. El rotacional del campo vectorial F es (2 puntos)

i j k
rotF = 2 8% 2 = (0, —y, 2).
—Yyz y =z

ii. Por el teorema de Stokes, dado que S es una superficie orientada, parametrizada como una grafica
cuya frontera es una curva cerrada ¢, y F un campo vectorial C' definido sobre S,

//ﬁxﬁ-dﬁz/ﬁ-dgt
S c

Como en el caso de las superficies S7 y Sy ambas estdn orientadas hacia arriba y tienen como
frontera comun el circulo ¢ de ecuaciéon x2 + y? = 9 en el plano z-y, tenemos que (2 puntos)

/ exﬁ.dgz// Wf.dg:/ﬁ.dg.
S1 So c

iii. Podemos entonces calcular tal integral, segin la ecuacién anterior, usando la superficie Sy (es la
opcién maés facil, ya que el vector normal unitario a la superficie 77 = (0,0, 1) es constante) como (2

puntos)
// VxF.dS= /6xﬁ~ﬁd$:// 0dS = 0.
So So So

i. VERDADERO.
ii. VERDADERO.
iii. FALso.

iv. VERDADERO.



TEMA B.
1. La integral (3 puntos)

2 2 pd—r? 21 p2  pd—r? 2
/ / / r(r? cos? @ + r? sin? 0) dzdrdd = / / / 3 dzdrdf = 27 / (4r® — 15)dr
0 0 0 0 0 0 0

calcula la masa del sélido €2, se obtiene M = 22T (3 puntos).

2. Sean r y h el radio y la altura del cilindro respectivamente medidas en metros. Dado que el volumen
del cilindro esta fijo la siguiente ecuacion se satisface

0.5 = mr?h.

Por otro lado el area superficial S de la caja esta dada por la suma del drea de piso y techo con el

area de la pared, es decir
S = 2rwr? + 2nrh

De ahi:
(7) El problema de optimizacién que queremos resolver es (3 puntos):

min 2712 + 277k sujeto a 0.5 = 7r2h
(i) Buscamos entonces los puntos criticos de Lagrange, resolviendo el sistema en (A, r, h) dado por

4mr + 2wh = 2nrhA
2mr = wri )
0.5 = mr2h

Si r = 0 la primera ecuacion implica que h = 0 lo cual es inconsistente con la tercera ecuacién asi
que podemos suponer que r # 0. De la segunda ecuacién concluimos que A = 2/r (asi que A # 0) y
reemplazando en la primera concluimos que h = 2r. Reemplazando ambas ecuaciones en la restriccion

concluimos que 0.5 = 2773 asi que r = ¢/ ﬁ ~ 0.430127 metros (3 puntos).
3. (i.) Parametrizamos la superficie como el grafico de una funcién, esto es
rT=u
y=v
z=1—u? -2
con u? +v? < 1. Calculamos entonces

Ty x T, =2ui+ 2vj + k.

Por lo tanto, el flujo viene dado por (3 puntos)

// vi-(2ui+20j+k)dA = // 20% dA
u24v2<1 u?+v2<1
27 1
2/ / 3 sin® 0 dr do
0 0
= 1/27rsin20al¢9—7r
2/ T



(ii.) Por el Teorema de la Divergencia, la integral anterior es igual a (3 puntos)

1—22—y? o 1l pler?
// / dv = / // rdzdrdf
2492<1 J0 0 0 Jo
27 1
_ / /r(1—r2)drd9
0 0

27
1 s
= Sdo= .
/0 4772

i. El rotacional del campo vectorial F es (2 puntos)

i j k
P _ o 0 o —
Ty —x z

Por el teorema de Stokes, dado que S es una superficie orientada, parametrizada como una gréafica
cuya frontera es una curva cerrada ¢, y F un campo vectorial C'! definido sobre S,

//ﬁxfnds?:/f.dg.
S c

Como en el caso de las superficies S; y So ambas estdn orientadas hacia arriba y tienen como
frontera comun el circulo ¢ de ecuaciéon 22 + 2 = 9 en el plano -y, tenemos que (2 puntos)

// V xF-dS = /ﬁxﬁ-dgz/ﬁ-dg.
S1 So c

Podemos entonces calcular tal integral, segin la ecuacién anterior, usando la superficie Sy (es la
opcién més fécil, ya que el vector normal unitario a la superficie 77 = (0,0, 1) es constante) como (2

J[ oxFas= [[ 9xFaas= [[ (25 = 2405 = -2n
S2 Sa So

ii.

iii.

puntos)

i. FALSoO.
ii. FALSoO.
iii. FALSO.

iv. FALSsoO.



