Primer Examen Parcial — Tema A Calculo Vectorial Septiembre 26 de 2017

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico. Recuerde apagar

y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdaticamente. Firme y entregue el enunciado junto a la hoja

de examen. Tiempo maximo 1 hora y 20 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Uno de los siguientes limites no existe, diaga cudl es y por qué:

(z —y)? . xy
a im —, b lim ———.
( )(w,y)—>(0,0) 22 + y? (®) (2,9)—(0,0) /22 + 2
(4 puntos)
2. Considere las funciones f(x,y) = (*™¥,2%y) v g(u,v) = (Inu,v? — senu).

i. Escriba una férmula para la funcién compuesta f o g.

ii. Calcule, usando la regla de la cadena, D(f o g)(m,0), es decir la derivada de la funcién compuesta en el
punto (m,0).

(6 puntos)

3. Considere las superficies esféricas 2? +y* +22=4 y 2?2+ y*+22 =4y en R

i. Demuestre que el punto (0,1,1/3) estd en ambas superficies.
ii. Encuentre la ecuacion del plano tangente a cada esfera en este punto.

iii. Encuentre la ecuacién de la recta de interseccion de estos dos planos en el espacio.

(6 puntos)

4. Cousidere la funcién f(z,y) = 2zy — %x‘l - %y‘l + 1.

i. Encuentre y clasifique (en maximos, minimos, puntos de silla) los puntos criticos de f.

ii. Encuentre los extremos absolutos de f sujeta a la restriccién z2 + 32 = 2.

(10 puntos)

5. Considere el campos vectorial f(ﬂc, Y, 2) = {23y, x2,y2°3).

).

i. Demuestre que el campo F no es un gradiente (i.e. no existe un campo escalar f para el cual F =V
X

Q=

ii. Demuestre que el campo F no es un rotacional (i.e. no existe un campo vectorial G para el cual F =

(4 puntos)
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Primer Examen Parcial — Tema A Calculo Vectorial Septiembre 26 de 2017

1. El limite que no existe es el del enunciado (a), i.e. lim, ) (0,0) (

Solucion

r—y)? s .
;zify)z. En efecto, es facil darse cuenta de

que evaluando este limite por caminos diferentes se obtienen resultados diferentes; por ejemplo se obtendria
como limite el valor 0 al evaluarse sobre la recta x = y, pero se obtendria 2 al evaluarse sobre la recta

T = —y.

2. 1

ii.

Sean f(z,y) = ("™, 2%y) y g(u,v) = (Inu,v?

estd dada por

— senu). Entonces la funcién compuesta f o g

fog(u,v) = f(g(u,v)) = f(Inu,v* —senu) = (eln“+”2_sen“, (Inu)?(v? — senw))
= <1w“2_5e““7 (Inu)?(v? — senw)).

Para calcular D(f o g)(w,0), usando la regla de la cadena, dado que g(w,0) = (In,0), es necesario
calcular las matrices Df |inr,0) ¥ D9 |(x,0)- Primero,

% % ety ety T T
D nm,0)= 7. nm,0) = nm,0) =
flanr,0) of ?T% l(n,0) ( oy a? >|(1 0) ( 0 (Inm)? >

y, para g(u,v),

o o L .
Dy o=\ b3 o0g | o) = ( —cosu v ) |(r,0) = ( T

o O
N——

ox Oy

Entonces,

1
D(fog)(’/T,O) =Df |(1n7r,0) Dy ‘(Tr,O): ( g (1117;')2 > ( 7{ 8 ) = ( (}n—:_;; 8 )

3. Las superficies esféricas 22+ y? +22=4 y 22+ y? +2%2 =4y en R3 se intersectan como ilustra la
figura:

ii.

X

. Para demostrar que el punto P = (0,1,1/3) estd en ambas superficies es suficiente verificar que tales

coordenadas satisfacen ambas ecuaciones, y evidentemente en ambos casos 0% + 12 + (v/3)% = 4.
Para encontrar la ecuacién del plano tangente a cada esfera en el punto P, calculamos el gradiente
de las funciones F(z,y,2) = 22 +y? + 22 y Fy(z,y,2) = 2% + y? + 22 — 4y, lo que nos da un vector
normal al plano tangente a cada esfera en el punto deseado:

VF |p= (21,2y,22) |p= (0,2,2V/3),

VFE, |p= (22,2y — 4,22) |p= (0, —2,2V/3).
Asi, junto con el punto, tenemos la informacion necesaria para escribir la ecuacién de cada plano:
2y —1)+2V3(z—=V3)=0 y —2(y—1)+2V3(z—V3) =0,

luego tales ecuaciones son 2y + 2v/3z = 8 y —2y + 2v/3z = 4, respectivamente.
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Primer Examen Parcial — Tema A Calculo Vectorial Septiembre 26 de 2017

iii.

ii.

5. Sea

ii.

La ecuacion de la recta de interseccién de estos dos planos en el espacio esta determinada por el punto
P=(0,1, \/3) y un vector director, que puede ser calculado de varias formas: encontrando la recta de
interseccién a los dos planos anteriores o calculando el producto cruz de los vectores normales a los
planos encontrados anteriormente. Si hacemos esto 1iltimo tenemos que VF 1P xﬁFg |p= (8\/3, 0,0),
asi que la recta que buscamos tiene como ecuacién vectorial

Z(t) = (0,1,V3) + £(8V/3,0,0),
donde t € R.

i. Para encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y) calculamos su gradiente y lo igualamos a cero:

Vi(x,y) = (2y — 22°, 2z — 2¢%) = (0,0),

lo que implica que 2® = y y y = 23, es decir que y? = y o, lo que es lo mismo, y(y® — 1) = 0 La

primera opcién es que y = 0, caso en el cual la primera ecuacién implica que z = 0 y nos da como
primer punto critico (0,0); la segunda opcidén es que y = 1, caso en el cual la primera ecuacién implica
que z = 1; finalmente la tercera opcién es que y = —1, caso en el cual la primera ecuacién implica
que x = —1 y, en consecuencia, tenemos dos puntos criticos méas, (1,1) y (=1, —1).

Los puntos criticos son extremos (mdximos o minimos locales) de f cuando el determinante de la

matriz de segundas derivadas
% f 2% f
dz? 0z 0y _ 761‘2 2
o’f % 2 —6y?
Oyox 0y?

es positivo, lo cual es cierto en (1,1) y (—1,—1). En (0,0) tal determinante es negativo, luego es un
2*f
Ox?

punto de silla. Finalmente, en (1,1) y (=1, —1) hay méximos locales pues < 0 en esos puntos. Un

boceto de la gréfica de la funcion es

Si restringimos f a puntos sobre el circulo 2 4 y? = 2, segtn los resultados vistos en clase, tendremos
extremos absolutos. Para encontrarlos, usando multiplicadores de Lagrange con las funciones f(x,y) =
2zy — %x‘l — %y‘l + 1y g(z,y) = 2% +y? = 2, tendremos que Vf = A\Vg, es decir

(2y — 22°, 22 — 2¢°) = \(2z, 2y).
Despejando A de las dos ecuaciones que resultan de esta ecuaciéon tenemos que

2y — 223 2z — 293

2z 2y

)

osea que xy(y? — x?) = 22 — y%. La opcién zy = —1 en la restriccién no da lugar a soluciones reales,
mientras que 22 — y? = 0 implica que los puntos a considerar son (1,1), (1,—1), (—1,1) y (=1, —1).
Evaluando en los puntos tendremos que (1,1) y (—1, —1) son méximos absolutos miemtras que (1, —1)
y (=1, 1) son minimos absolutos.

F(z,y,2) = (a%y, 22,y2°).

El campo F no es un gradiente (i.e. no existe un campo escalar f para el cual F = ﬁf) porque su
rotacional es diferente de cero: V x F = (2% — z,0, z — 23) # 0.

El campo F no es un rotacional (i-e. no existe un campo vectorial G para el cual F =V x é) porque
su divergencia no es cero: V - F = 322y + x 4 3y2% # 0.
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Primer Examen Parcial — Tema B Calculo Vectorial Septiembre 26 de 2017

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico. Recuerde apagar

y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada matemdaticamente. Firme y entregue el enunciado junto a la hoja

de examen. Tiempo maximo 1 hora y 20 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. Uno de los siguientes limites no existe, diaga cudl es y por qué:
, ay o (z—y)?
a lim ——— b lim ~——.
(@) (@.9)=(0,0) \/22 + 42 ®) (z,9)—(0,0) T2 + y?

(4 puntos)

2

2. Considere las funciones f(x,y) = (*™¥,zy?) v ¢g(u,v) = (Inu,v? — senu).

i. Escriba una férmula para la funcién compuesta f o g.

ii. Calcule, usando la regla de la cadena, D(f o g)(m,0), es decir la derivada de la funcién compuesta en el
punto (m,0).

(6 puntos)

3. Considere las superficies esféricas 2? +y* +22=4 y 2?2+ y*+22 =4y en R

i. Demuestre que el punto (0,1,1/3) estd en ambas superficies.
ii. Encuentre la ecuacion del plano tangente a cada esfera en este punto.

iii. Encuentre la ecuacién de la recta de interseccion de estos dos planos en el espacio.

(6 puntos)

4. Cousidere la funcién f(z,y) = 2zy — %x‘l - %y‘l + 1.

i. Encuentre y clasifique (en maximos, minimos, puntos de silla) los puntos criticos de f.

ii. Encuentre los extremos absolutos de f sujeta a la restriccién z2 + 32 = 2.

(10 puntos)

5. Considere el campos vectorial f(ﬂc, y,2) = (wy, 2323, y2).

).

i. Demuestre que el campo F no es un gradiente (i.e. no existe un campo escalar f para el cual F =V
X

Q=

ii. Demuestre que el campo F no es un rotacional (i.e. no existe un campo vectorial G para el cual F =

(4 puntos)
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Solucion

2
1. El limite que no existe es el del enunciado (b), i.e. lim(, 4y (0,0) % En efecto, es facil darse cuenta de que
evaluando este limite por caminos diferentes se obtienen resultados diferentes; por ejemplo se obtendria como

limite el valor 0 al evaluarse sobre la recta z = y, pero se obtendria 2 al evaluarse sobre la recta z = —y.

i. Sean f(z,y) = (e*™Y,2y?) v ¢g(u,v) = (Inu,v? — senu). Entonces la funcién compuesta f o g estd dada
por

foglu,v) = flg(u,v)) = f (lnu,v* —senu) = <eln“+“2_scn“, (Inw)(v? — senu)?)
= (ue”2_sen v (Inwu)(v? —senu)?).

ii. Para calcular D(fog)(m,0), usando la regla de la cadena, dado que g(w,0) = (In,0), es necesario calcular
las matrices Df |0y ¥ D9 |(x,0)- Primero,

ofr  Of © @
D | (% 3}/1 | (et ety | _(
(In 7,0) %fQ %; (In7,0) y2 22y (In=,0) 0

x

y, para g(u,v),

Il
7N
|
Sem
7]

<

)

s o
~_
A

&

Il
7 N
—3 =
o o
~_

991 9q
_ f3] f3}
Dg \(n,o)— sz Lg% |(7'r,0)
ox Oy

Entonces,

T (| 1+7 O
D(fog)(ﬂ—70):Df|(1n7r,0) D9|(w,0):(0 0 )(7{ O)Z( 0 0 .

3. Las superficies esféricas 22 +3%2+22=4 y 22+ y?+ 22 =4y en R3 se intersectan como ilustra la figura:

X

i. Para demostrar que el punto P = (0,1,v/3) estd en ambas superficies es suficiente verificar que tales
coordenadas satisfacen ambas ecuaciones, y evidentemente en ambos casos 0% + 12 + (v/3)% = 4.

ii. Para encontrar la ecuacién del plano tangente a cada esfera en el punto P, calculamos el gradiente de las

funciones Fy(z,y,2) = 22+ y? + 22 y Fy(z,y,2) = 22 + y? + 22 — 4y, lo que nos da un vector normal al
plano tangente a cada esfera en el punto deseado:

VF |p= (22,2y,22) | p= (0,2,2V/3),

6F‘Q |P: <2'/Ea 219 - 47 2Z> |P: <O7 _25 2\/§>
Asi, junto con el punto, tenemos la informacién necesaria para escribir la ecuacion de cada plano:
20— +2v3(:=V3)=0 y —2@y—1)+2V3(z—V3) =0,

luego tales ecuaciones son 2y + 2v/3z = 8 y —2y + 2v/3z = 4, respectivamente.
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iii.

ii.

La ecuacién de la recta de interseccién de estos dos planos en el espacio estd determinada por el punto
P = (0,1, \/§) y un vector director, que puede ser calculado de varias formas: encontrando la recta de
interseccion a los dos planos anteriores o calculando el producto cruz de los vectores normales a los planos
encontrados anteriormente. Si hacemos esto dltimo tenemos que VF; |p XV Fy |p= (8v/3,0,0), asi que la
recta que buscamos tiene como ecuaciéon vectorial

Z(t) = (0,1,V/3) + t(8/3,0,0),
donde t € R.

i. Para encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y) calculamos su gradiente y lo igualamos a cero:

Vi(a,y) = 2y - 22°, 20 — 2°) = (0,0),
lo que implica que 2 = y y y = 23, es decir que y° = y o, lo que es lo mismo, y(y® — 1) = 0 La primera
opcién es que y = 0, caso en el cual la primera ecuacién implica que x = 0 y nos da como primer punto
critico (0,0); la segunda opcién es que y = 1, caso en el cual la primera ecuacién implica que z = 1;
finalmente la tercera opcién es que y = —1, caso en el cual la primera ecuacién implica que x = —1 y, en
consecuencia, tenemos dos puntos criticos més, (1,1) y (—1,—1).

Los puntos criticos son ertremos (méximos o minimos locales) de f cuando el determinante de la ma-

triz de segundas derivadas
9% f i
ox? 0x0y _ _6x2 2
’f  °f 2 —6y?
Oyox oy?

es positivo, lo cual es cierto en (1,1) y (—1,—1). En (0,0) tal determinante es negativo, luego es un punto

de silla. Finalmente, en (1,1) y (—1, —1) hay méximos locales pues % < 0 en esos puntos. Un boceto de
la gréfica de la funcién es

Si restringimos f a puntos sobre el circulo 22 + y? = 2, segin los resultados vistos en clase, tendremos
extremos absolutos. Para encontrarlos, usando multiplicadores de Lagrange con las funciones f(x,y) =
2ry — %x‘l - %y‘* + 1y g(z,y) = 2% +y? = 2, tendremos que Vf = A\Vg, es decir

(2y — 22%, 22 — 2¢%) = \(2z, 2y).
Despejando A de las dos ecuaciones que resultan de esta ecuacién tenemos que

2y — 223 2z — 293
2 2y

osea que zy(y? — x?) = 22 — y%. La opcién xy = —1 en la restriccién no da lugar a soluciones reales,
mientras que 22 — y? = 0 implica que los puntos a considerar son (1,1), (1,—1), (=1,1) y (=1,—1).
Evaluando en los puntos tendremos que (1,1) y (—1,—1) son méximos absolutos miemtras que (1,—1) y
(—1,1) son minimos absolutos.

5. Sea f‘(:c,y,Z) = (wy, 2323, y2).

i.

ii.

El campo F no es un gradiente (i.e. no existe un campo escalar f para el cual F = ﬁf) porque su
rotacional es diferente de cero: V x F = (z — 32322,0,3222% — z) # 0.

El campo F no es un rotacional (i.e. no existe un campo vectorial G para el cual F=Vx é) porque su
divergencia no es cero: V- F =2y # 0.
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