Primer Examen Parcial Célculo Vectorial Marzo 9 de 2018

Este es un examen individual, no se permite el uso de libros, apuntes, calculadoras o cualquier otro medio electrénico. Recuerde

apagar y guardar su teléfono celular. Toda respuesta debe estar justificada mateméticamente. Firme y entregue el enunciado

junto a la hoja de examen. Tiempo méximo 1 hora y 20 minutos.

Nombre: Cédigo:

1. i. Diga si el siguientes limite existe, en caso negativo justifique y en caso afirmativo calculelo:

(z+y)?
(z,y)—(0,0) 22 + 4%

ii. Entre los siguientes campos vectoriales hay uno no conservativo (es decir que no es un gradiente)
y uno irrotacional (es decir que no es un rotacional), identifiquelos y de una justificacién a su

respuesta:
(a) ﬁl(xa Y, Z) = <I27Iy7 TYy—y=z, y27IZ>, (b) F‘Q(z7 Y, Z) = <y2 COs 2, ny COs z, 7xy2 sen Z>
(6 puntos)
2. i. Considere las funciones

f(z,y) =coszseny y g(u,v) = (cos(v?u),In(1 + u?)).

Calcule [%(f 0¢g)(0,1).

0z
ii. Siyz =1 lcule —.
iil. Siyz n(a:—l—z),cacueax

(6 puntos)

3. Considere las superficies de la esfera 2?4+ y? +22 =6 vy el paraboloide z =22+ y? en R?, y sea P
el punto (1,1,2) que estd en ambas superficies.
i. Encuentre la ecuacién del plano tangente a cada superficie en el punto P.
ii. Encuentre la ecuacion de la recta normal a cada superficie en el punto P.

iii. Encuentre la longitud de la curva de interseccion de ambas superficies.

(12 puntos)

4.  i. Encuentre los puntos sobre la elipse 2% — 2z + 2y? — 4y + 1 = 0 que se encuentran mé4s cerca y méas
lejos del eje x.

ii. Encuentre todos los puntos de silla de la fincién f(x,y) = 23 — 3zy + v3.

(6 puntos)
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1.

ii.

ii.

Solucion

. El limite no existe. En efecto, es facil darse cuenta de que evaluando este limite por caminos

2
diferentes se obtienen resultados diferentes; por ejemplo lim; ) (0,0) 22 +y)2 =lim,_,q (”2_ ’27) =
0 al evaluarse sobre la recta x = y, pero se obtendria lim g, ,y_(0,0) @ 2+y)2 = 2 al evaluarse sobre

la recta x = —y.

El campo F1 no es un gradiente (i.e. no existe un campo escalar f para el cual F, = ﬁf)
porque su rotacional es diferente de cero: V xFy = <y +ze+ 2w+ Y) # 0. El campo F,
no es un rotacional (i.e. no existe un campo vectorial G para el cual Fg =V x G) porque su
divergencia no es cero: V. Fy =2z cosy — xy? cos z # 0.

Sean f(z,y) = coszseny y g(u,v) = (cos(v?u),In(1 + u?)). Entonces la derivada de la funcién
compuesta f o g en el punto (0,1) estd dada por

D(fog)(0,1) = Df [40.1) “Dg l(0,1)
en este caso g(0,1) = (1,0) y

991 991 0 0
Dg|(0,1)=<§g1§ Sy )|(0,1)=(0 O)’

ov

0
luego las dos derivadas parciales de f o g son cero en (0, 1), en particular —(f o g)(0,1) = 0.

ou

Sea F(x,y,z) = yz — In(z + 2), entonces la ecuacién dada se satisface en todos los puntos en
los que F(z,y,z) =0y, usando la regla de derivacién implicita,

327 ‘357 1
oz %—fiy(x—i—z)—l’

siempre que y(x + z) # 1.

3. Las superficies de la esfera 22+ 132 + 22 =6 v el paraboloide z =224y en R3 se intersectan

cuando 22 4+ 2z — 6 = (2 — 2)(z + 3) = 0, es decir cuando z = 2 como ilustra la figura:

en el circulo de ecuacién 2% + y? = 2 en z = 2, al que pertenece el punto P = (1,1,2).

i. Para encontrar la ecuacion del plano tangente a cada superficie en el punto P, calculamos el

gradiente de las funciones F(z,y,2) = 22 + y*> + 22 y Fa(z,y,2) = 2 — 22 + 3%, lo que nos da
un vector normal al plano tangente a cada superficie en el punto deseado:

VF |p= (2z,2y,22) |p= (2,2,4),

VE |p= 22,2y, -1) |p= (2,2, —1).

Asi, junto con las coordenadas del punto, tenemos la informacion necesaria para escribir la
ecuacion de cada plano:

20 4+2y+42=12 y 2x+4+2y—2z=2,

respectivamente.
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ii.

iii.

ii.

La ecuacién de la recta normal a cada plano en el punto P = (1, 1,2) estd determinada por el
vector director, calculado en el punto anterior, y las coordenadas del punto. En forma vectorial
cada ecuacion es:

Z(t) =(1,1,2) +¢(1,1,2),

T(t) = (1,1,2) + (2,2, 1),

donde t € R.

Finalmente, la longitud de la curva de interseccién de ambas superficies (un circulo de radio
v/2 sobre el plano z = 2) se encuentra parametrizandola convenientemente:

y(t) = (V2 cost,v/2sent,2),

con t € [0,27]. Asi,

2 2
5(7):/0 |5 (t)|dt = i V2dt = 2v/2x.

i. Para encontrar los puntos sobre la elipse 22 — 2z + 232 — 4y + 1 = 0 que se encuentran m4s

cerca y mas lejos del eje x debemos buscar los extremos de la funcién f(x,y) = y sujetos a la
restriccién g(x,y) = 22 — 2z + 2y% — 4y + 1 = 0. Para encontrarlos, usando multiplicadores de
Lagrange, tendremos que V f = )\ﬁg, es decir

lo que nos da dos ecuaciones en z,y y A\: AM(2x —2) = 0y A(dy — 4) = 1. La segunda ecuacién
implica que A # 0, asi que la primera implica que = 1 lo que, usando la restriccién, implica
que 2y? = 4y o y(y — 2) = 0. Los puntos a considerar son entonces (1,0) y (1,2), es claro que
el primero minimiza la distancia al eje z y el Ultimo la maximiza.
Para encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2® — 3xy+y3 calculamos su gradiente
y lo igualamos a cero:

V(@) = (32% - 3y, 3y — 3z) = (0,0),

2 4

lo que implica que 72 =y y y? = x, es decir que z* = x o, lo que es lo mismo, z(z3 — 1) = 0.
La primera opcién es que = = 0, caso en el cual la primera ecuacién implica que y = 0 y nos
da como primer punto critico (0,0); la segunda opcién es que = = 1, caso en el cual la primera
ecuaci6n implica que y = 1 y, en consecuencia, tenemos un punto critico mas, (1,1).

Los puntos criticos son puntos de silla de f cuando el determinante de la matriz de segun-
das derivadas 52 52
f f
ox? Ox0y — 6z -3
>y  22f -3 6y
Oyox Oy?

es negativo (en este caso tal determinante es igual a 36zy — 9) lo cual es cierto en (0,0)
unicamente, asi que este es el unico punto de silla de f(z,y).
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