Parcial II — Calculo Vectorial

Septiembre 22 de 2009

(6 Puntos) I. Responda falso o verdadero justificando —matematicamente— su respuesta.
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(i) limz )~ (0,0) ;c?;+522 =0.

(ii) La direccién de méximo crecimiento de la funcién f(z,y, z) = 2> 43> —2z2 en el punto
(1,1,1) es (1,3, -2).

(iii) Existe una funcién f(z,y) continua cuayas derivadas parciales son f,(z,y) =z +4y y
fy(@,y) =3z —y.

(6 Puntos) IL. (i) Sea r = (22 + 2 + 22)2. Muestre que
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(i) Si yz* + 222% = €™, encuentre % y g—;.
(iii) Encuentre los puntos criticos de la funcién f(z,y) = (z® + y)e? y clasifiquelos

(méximos, minimos, puntos de silla).
(10 Puntos) III. Considere la superficie S dada por z2 +2y? + 22 = 1 y el plano II, cuya
ecuacién es 2x + 2y = 1.

(i) Encuentre todos los puntos de la superficie donde el plano tangente a .S es paralelo
al plano II,.

(ii) Trace la curva de interseccién entre S y II,.

(iii) Encuentre los puntos més cercano y més lejano al origen sobre la curva de inter-
seccion.

(iv) Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie S en los puntos anteriores.



Solucién

I.

(i) VERDADERO. Es facil ver que, independientemente del camino tomado (z = 0, y =
1
0,z =my, x =y, ..), img 0,0 % = 0. En efecto, dado € > 0 fijo, como
a? <a® +
3x2y% 1
= < 3y32
$2+y2 =9y

—szy%
1‘2 + y2

2

y, como y < \/z2+ y?, tenemos que y% < (22 + y2)% luego, tomando § = %, si

Vz2 + 32 < § entonces

(ii) VERDADERO. La direccién de méximo crecimiento de una funcién f(x,y,z) en un
punto (., Yo, zo) estd dada por V f (2o, yo, 2o). En este caso Vf = (322 -2z, 3y?, —2z),
luego la direccién buscada es (1,3, —2).

1
—32%y2 -0

s < €, que era lo que debiamos verificar.

(iii) FALSO. Una funcién f(z,y) continua, cuayas derivadas parciales son f,(z,y) = x + 4y
y fy(z,y) = 3z — y, debe tener sequndas derivadas parciales que satisfacen f, = fyz
(teorema de Clairaut), pero en este caso fry =4 # 3 = fya.

II.

(i) Sir = (22 +y2 + 22)2, entonces

2
or 1 2z 0*r (@* +4° + 22)% - (z2+yw2+z2)% (22 +y? + 2%) — 22
Ox 2 (22442 +22)% ox? x? +y? + 22 (@242 4 22)3
luego
0*r y? + 22

= 3
2

ox2 (22 4 92 + 22)
y, en forma similar,
0?r 2 + 22 0?r % 4 92
_— y _—
Iy? (a2 +y? 4 22)2 022 (22442 + 22)3
Sumando los tres términos tenemos entonces

9%r N 0%r N O%r 222+ 2974222 207 2
81'2 8y2 822 B (1’2 +y2 +z2)% o r3 - 7'.
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(ii) Siyz" + 22" = €™, encuentre 5= y 5.

(iii) Los puntos criticos de la funcién f(z,y) = (2 + y)e? estan alli donde las derivadas

; of ., of of _ ¥ _ — af _
parciales 5oy oy Se anulen. Como 3 = 2xe2 = 0 entonces x = 0, y como oy =

e%(%z + % +1) = 0 entonces y = —2, es decir que el tinico punto critico de la funcién
es (0, —2). Para determinar si el punto indicado es un méximo, un minimo o un punto
de silla calculamos la matriz de derivadas parciales y su determinante en tal punto:

gzg % 2e% zes 2y
D = det o% oY = det . V(- 4+ 249
A ) R GRS R R A
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e% > 0. Finalmente, como %(07_2) = % > 0, el punto critico

encontrado es un minimo.

luego Do, o) =

III. Considere la superficie S dada por 22 + 2y 4+ 22 = 1 y el plano II, cuya ecuacién es
20 + 2y = 1.

(i) Los puntos de la superficie donde el plano tangente a S es paralelo al plano I, son los
puntos donde su vector normal 7ig (dado por el fradiente de F(x,y,2) = 22 + 2y +
22 — 1) sea paralelo al vector normal 7ip a Il,, es decir donde 7ig x 7ip = 0. Tenemos
entonces que g = (2x,4y, 2z), ip = (2,2,0) y

fig X fip = (—4z,4z, 4z — 8y) = (0,0, 0),

es decir que £ = 2y y z = 0. A partir de la ecuacién del elipsoide tenemos entonces
que
2?42y + 2% = 6y* = 1,

luego y = :t\/% y entonces r = i\/g.

Otra forma de hacerlo es observar que, dado que el plano II, tiene como vector normal
fip = (2,2,0) (y este vecyor tiene 0 en la componente vertical), los puntos en los
cuales el plano tangente a la superficie del elipsoide son paralelos a tal plano deben
estar sobre la elipse que define el ‘ecuador’ de tal elipsoide (ver la curva punteada en

rojo en la figura). Tal elipse estd dada por 22 +2y2 =1 = y = 1’2””2, es decir

que puede ser parametrizada por 7(z) = (z, 4/ 1_29“2 ,0). Como el vector tangente a tal

curva en el punto que buscamos debe ser perpendicular al vector 7ip = (2,2,0), basta
calcular

y pedir

es decir que

lo que implica que z = :l:\/g y entonces y = + %, igual a lo obtenido segiin el método
anterior.

(ii) Curva de interseccién entre S y II,:






