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Universidad de Los Andes — Departamento de Matematicas
Calculo en Variable Compleja — Parcial 1

Septiembre 3 de 2015

I. Calcule los siguientes niimeros complejos:
[0, 27).

Puntos]. log(—3) en la rama del logaritmo dada por arg(z)

Puntos]. log(—3) en la rama del logaritmo dada por arg(z) € [—m, 7).
)
)

S
S
Puntos]. (—3)" en la rama del logaritmo dada por arg(z) € [0, 2m).
S

[=m, ).

Puntos]. (—3) en la rama del logaritmo dada por arg(z

IT. Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) la funcién compleja definida por u(x,y) = 23 + 422 + 62 —
3zy? — 4y? y v(x,y) = 322y + 8y + 6y — 5.

Puntos]. Encuentre la regién del plano complejo en la cual f(z) es analitica.
Puntos]. Escriba la derivada de f(z) en términos de = y y en los puntos en los que existe.

Puntos]. Escriba la derivada de f(z) como un polinomio en z en los puntos en los que existe.

ITI. El objetivo de este ejercicio es usar los métodos de integracién compleja vistos en clase
para demostrar que

2m
3
/ ———dt = 27. (1)
o OD+4cost
Puntos]. Considere la funcién compleja f(z) = m y demuestre que f(z(t)) = m
2

sobre el camino z(t) = e®.

Puntos]. Use la féormula de integracién de Cauchy, integrando sobre el circulo unitario, para de-
mostrar (1) indicando claramente en una grafica la ubicacién de los polos de la funcién
f(z) respecto al contorno.

Puntos]. Demuestre que, en general, la férmula de integracién de Cauchy implica que si f es una
funcién analitica en un dominio que incluye completamente el disco cerrado D,.(zp), su
valor en el centro del circulo C,(zg) es el promedio de su valor sobre la circunferencia,
i.e.

1 2

f(z0) = 2 f(zo +ret)dt.

IV. Responda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta.

Puntos]. lim,_,; ﬁ = 5.

Puntos]. e? = e #*

para todo z € C.
Puntos]. La funcién f(z) = e®°(*) solo es derivable, como funcién compleja, en z = 0.
Puntos]. Si z € C no es cero, entonces z + % €Rsiysolosi|z|=1.

Puntos]. Z;’LO:O (%)" — %



Solucion

a. log(—3) en la rama del logaritmo dada por arg(z) € [0,27) es

log(—3) = In3 + i7.

b. log(—3) en la rama del logaritmo dada por arg(z) € [—m,7) es

log(—3) =1In3 — .

c. (—3)" en la rama del logaritmo dada por arg(z) € [0,27) es, usando la definicién
del logaritmo en la rama correspondiente,

(=3)F = eiloe(=3) = (iln3+im) — o= (cos(In3) 4 isin(In 3)).

d. (—3)% en la rama del logaritmo dada por arg(z) € [—m,7) es, usando la definicién
del logaritmo en la rama correspondiente,

(=3)" = 'lo8(=3) = In3=im) — o7 (co5(In 3) + i sin(In 3)) .

IL. Sea f(z2) = u(x,y) + iv(x,y) la funcién compleja definida por u(z,y) = 23 +
422 + 62 — 3wy? — 49 y v(z,y) = 32y + Szy + 6y — 1.

a. La funcién f(z) es analitica en todo el plano complejo, ya que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann se verifican para cualquier valor de x y y:

8” . 2 2 . 8'1)
895_396 + 8z — 3y +6_8y
' 0 0
u v
oy~ oSy =g
b. Sabemos que
ou ov Ov ou
f(z)= o + U 9y Zay (3z* 4 8z — 3y~ + 6) + i(6zy + 8y).

c. Finalmente, como se observa facilmente a partir del resultado anterior, si z =
x + 1y,
f(2) = 322 + 82 + 6.



II1.

. < s . . 3 . it
a. Considere la funcién compleja f(z) = WZ(Z-F%) y el camino z(t) = e'*. Entonces,

dado que

it | it -1 2
cost = te " z(t) + z(t) _ z(t) +1’
2 2 22(t)
tenemos que
3 3 3z(t) 3z(t)

5dcost 549 (Z@;)ﬂ) T 22(0)2+52(t) 42 20z(t) + 2)(2(8) + 3) f(z(®).

b. Si usamos la férmula de integracién de Cauchy, integrando la funcién g(z)
3 , . . . _ it
TG D) sobre el circulo unitario v parametrizado por z(t) = €', t € [0, 27|,
tenemos que, por una parte,

27 , B 27 3 '
[yg(z)dz = /0 g(z(t))2' (t)dt = /0 S EOEICOED (iz(t))dt

‘ 2m . 2m 3
= i (z(t))dt = Z/o

—dt
0 5+ 4cost

mientras que, por otra parte, usando la férmula integral de Cauchy,

/vg(z)dz _ gl(z—l—;)i(zz—i—;) _ ori ; [(zj—QJ - o,

ya que la funcién -

% es analitica en un conjunto /m \

+
convexo que contiene completamente el contorno y

su interior, y el tnico polo de la funcién H%, ie.

2
—%, estd en el interior de tal contorno, como

ilustra la figura. Asi, queda entonces demostrado

que
27
3
| syt =2m
o OD+4cost

c. Si f es una funcién analitica en un dominio que incluye completamente el disco
cerrado D,(z9), y parametrizamos tal circulo como

Zz =

2(t) = 2o + re,

con t € [0,27], la férmula de integracién de Cauchy implica que

1 [2™ f(2(8)2(t) 1 [ f(zo + reft)ire' 1 [ i+
f(z0) 2m'/0 z(t) — 2o 27 Jo rett 277/0 f(zotre”)



IV.

a. VERDADERO. , ‘
. z—1 . 1 1 —1
lim ——— = lim - = —
z—=ize+1  zoiz+14 21 2

b. FALso. Siz =1 s
et =’ =el=¢l£e=¢

c. Farso. La funcién f(z) = eRe(2) = e g 2z = x + iy, asi que las ecuaciones de

Cauchy-Riemann no se complen en z = 0.
d. FaLso. Siz € C no es cero, entonces z + - € Rsi y solosi [z|=1 0z €R.

e. VERDADERO. Como \%\ < 1 la suma converge. Siendo una serie geométrica

—(i\" 1  22+id)  A+42i
Z(z) C1-i 0 (2-9@2+i) 5




