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I. Responda falso o verdadero, justificando matemáticamente su respuesta.

a. [2 Puntos]. limz→0
log(1−z2)
sen2 (2z) = 1

4 .

b. [2 Puntos]. eiz = e−iz para todo z ∈ C.

c. [2 Puntos]. Toda función anaĺıtica f : C→ R con valores reales es constante.

d. [2 Puntos]. La región del plano complejo definida por R = {z ∈ C : |z − 2| ≤ 2 y |z − 2i| ≤ 2} es un
anillo.

II. Encuentre todos los números complejos z que satisfacen las siguientes ecuaciones.

a. [2 Puntos]. z3 + 8i = 0.

b. [2 Puntos]. 4 cos z = 5.

c. [2 Puntos]. (1 + z)5 = (1 − z)5. Ayuda: verifique que puede dividir en ambos lados por 1 − z y use
las raices quintas de la unidad.

III. Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una función compleja con parte real u(x, y) = x3 − kxy2.

a. [2 Puntos]. Encuentre los valores de k para los cuales u(x, y) es armónica.

b. [2 Puntos]. Encuentre un conjugado armónico v(x, y) para u(x, y) cuando k es uno de los valores
encontrados en el punto anterior.

c. [2 Puntos]. Encuentre el dominio D en el plano complejo en el cual la función f(z) es anaĺıtica y
escriba la derivada de f(z) como un polinomio en z en los puntos en los que existe.

IV. Considere la función f(z) = z + 1
z .

a. [2 Puntos]. Encuentre la imagen bajo f del ćırculo unitario S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.
b. [2 Puntos]. Encuentre los puntos del plano en los que f no es anaĺıtica.

c. [2 Puntos]. Encuentre los puntos del plano en los que f no es conforme.

V. Considere la función fα(z) = logα(z+ 4), donde la rama del logaritmo está definida por
un corte α < θ < α+ 2π en el plano complejo.

a. [2 Puntos]. Calcule f−π(−3) (i.e. con −π < θ < π ) y trace el correspondiente corte usado en el
plano complejo.

b. [2 Puntos]. Indique la rama en la que debe definirse la función fα(z) para que sea anaĺıtica en
z = −5 y se verifique que fα(−5) = 7πi, y trace el correspondiente corte usado en el
plano complejo.



Solución

I.

a. Falso. Por la regla de l’Hôpital

lim
z→0

log(1− z2)
sen2 (2z)

= lim
z→0

−2z

2(1− z2) sen (4z)
= lim

z→0

−2

8 cos(4z)− 4z sen (4z)
= −1

4
.

b. Verdadero. Por definición, si z = x+ iy,

eiz = e−y+ix = e−y(cosx+ i senx) = e−y(cosx− i senx)

= e−y(cos(−x) + i sen (−x)) = e−y−ix = e−i(x−iy) = e−iz.

c. Verdadero. Si f : C→ R –que toma valores reales– es una función anaĺıtica y
escribimos, para z = x+iy, f(x, y) = u(x, y)+iv(x, y) tenemos que, por hipótesis
v(x, y) = 0 y, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ∂u∂x = ∂u

∂y = 0, aśı que (dado
que C es un dominio) f = u es constante.

d. Falso. La región es la intersección de dos ćırculos concéntricos:

The part of the boundary on the circle |z−2| = 2 goes counter-clockwise

from z = 2 + 2i to z = 0, so is z = 2 + 2eis,
π

2
≤ s ≤ π.

The part of the boundary on the circle |z − 2i| = 2 goes counter-
clockwise from z = 0 to z = 2 + 2i, so is z = 2i+ 2eit, −π ≤ t ≤ 0.
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II.

a. Escribiendo la descomposición polar en términos del argumento principal

z3 = −8i = 8e−
iπ
2 ,

aśı que z = 2e−
iπ
6
+ 2iπk

3 , para k = 0, 1 y 2, es decir
que las tres raices están dadas por

z0 = 2e−
iπ
6 , z1 = 2e

iπ
2 = 2i y z2 = 2e

7iπ
6 .

z 2
z 0

z 1

2

= 2i

Figure 1: Roots of (−8i)1/3.

Answer: We could show that f is not differentiable at any z0 ∈ C − 0 by
computing different limits for different trajectories. But we’ll use the necessary
conditions of differentiability (i.e. the Cauchy-Riemann equations) to do so.

First, we write f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), so u(x, y) = x2+y2 and v(x, y) = 0.
Clearly, the first-order partials of u and v are continuous everywhere. But

ux = 2x equals vy = 0, and

uy = 2y equals − vx = 0

if and only if x = y = 0. Then f can only be differentiable at z0 = 0.

4. Construct a branch of f(z) = log(z+4) that is analytic at z = −5 and takes
on the value 7πi there. Sketch the branch cut in the complex plane.
1 pt.

Answer: Let α = 6π. Then define the branch of log as

logα(z + 4) = ln|z + 4|+ iθ

where 6π < θ ≤ 8π. Thus

logα(−5 + 4) = logα(−1) = ln| − 1|+ i(π + 6π)

that is logα(−5 + 4) = 7πi.
5. Find ∫

C

exp(z)

zn
dz
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b. Si 4 cos z = 2(eiz+e−iz) = 5, multiplicando a ambos lados por w = eiz obtenemos

2w2 + 2 = 5w, luego w = 5±
√
25−16
4 = 2, 12 . Aśı que eiz = 2, 12 , es decir que

z = ±i log(2).
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c. Si (1 + z)5 = (1− z)5, dado que z 6= 1, se puede dividir en ambos lados por 1− z
para obtener (

1 + z

1− z

)5

= 1,

aśı que
1 + z

1− z = wk,

donde wk denota las raices quintas de la unidad para k = 0, 1, 2, 3 y 4. Como

wk = e
2iπk
5 tenemos que 1 + z = e

2iπk
5 (1 − z) para k = 0, 1, 2, 3 y 4, es decir que

las cinco soluciones están dadas por

z =
e

2iπk
5 − 1

e
2iπk
5 + 1

.

III. Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una función compleja con parte real u(x, y) =
x3 − kxy2.

a. u(x, y) es armónica si satisface la ecuación de Laplace

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 6x− 2kx = 0,

aśı que k = 3.

b. Si u(x, y) = x3−3xy2, usando que ∂u
∂x = 3x2−3y2 y ∂u

∂y = −6xy, las ecuaciones de

Cauchy-Riemann dicen que v(x, y) = 3x2y − y3 es un conjugado armónico para
u(x, y).

c. La función f(z) = z3 es anaĺıtica en todo el plano complejo, su derivada es
f ′(z) = 3z2.

IV. Considere la función f(z) = z + 1
z .

a. Si z ∈ S1 podemos escribir z = eiθ para −π < θ = arg(z) < π. Entonces

f(z) = eiθ + e−iθ = 2 cos θ,

luego la imagen bajo f del ćırculo unitario S1 = {z ∈ C : |z| = 1} es el intervalo
[−2, 2] ⊂ C.

b. La función f no es anaĺıtica en z = 0.

c. Como f ′(z) = 1 − 1
z2

, f no es conforme en (ningún abierto del plano complejo
que contenga) los puntos −1, 0, 1.

V. Considere la función fα(z) = logα(z + 4), donde la rama del logaritmo está
definida por un corte α < θ < α+ 2π en el plano complejo.
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a. Si −π < θ < π estamos en la rama principal del logaritmo (corte usual), entonces
f−π(−3) = Log(1) = 0.

b. Para α = 6π, la función fα(z) es anaĺıtica en z = −5 y se verifique que fα(−5) =
7πi. El correspondiente corte usado en el plano complejo es:

α = 6π

7π

−4

Figure 2: The branch cut of log6π.

where C : z(t) = e2πit, 0 ≤ t ≤ 1 and n is any non-negative integer.
1 pt.

Answer: Let f(z) = exp(z). Since z0 = 0 lies inside the given contour and f is
analytic in the interior of C, then by Cauchy’s integral formula for derivatives

∫

C

exp(z)

zn
dz =

2πif(z0)

(n− 1)!

=
2πi

(n− 1)!

for n = 1, 2, . . .. For n = 0, the integrand reduces to f(z) which is an entire
function. Hence, by Cauchy-Goursat theorem, we conclude

∫

C

exp(z)

zn
dz = 0 n = 0.

6. Find two Laurent series expansions for

f(z) =
1

z3 − z4

that involves powers of z. Use the regions 0 < |z| < 1 and |z| > 1.
1 pt.

Answer: The given function has two singularities at z0 = 0 and z1 = 1. We’ll
proceed by expanding f in the regions, D0 : 0 < |z| < 1 and D1 : |z| > 1.
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