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I. Responda falso o verdadero, justificando matematicamente su respuesta.

2(22+4) 2(22+4)

241 1 3 1 1
centrados en el origen. Ayuda: z(ZT—:—ZL) =5 + 3 (Z-i-QZ + 2_22>

Puntos]. Si una funcién entera f : C — C satisface |f(z)| < 1 para todo z € C, entonces es constante.

2
z2+1 z 1 , . .
Puntos]. 7{ ————dz :}1{ ;dz, donde 1 y 72 son los circulos de radio 1 y 3, respectivamente,
71 2

T
Puntos]. La identidad cosz = —sen (z — 5) es cierta para todo z € C.

Puntos]. Si p(z) es un polinomio y 7 es un circulo centrado en el origen sobre el que no hay ninguna raiz de

1 /
p(2), entonces la integral 3 f P dz es igual al niimero de raices de p(z) encerradas en el circulo
T
-

7, contando multiplicidades.

II. Calcule dos de las siguientes integrales:

Puntos]. / 122°dz, donde v es el semicirculo de radio 2 entre los puntos 2 y 2i.

Puntos]. ?{ il dz donde 7 es el cuadrado de vértices 2 4 2¢, =24 2¢, —2 — 24y 2 — 24.
Puntos]. 7{ dz donde v es el circulo de radio 1 5 centrado en el origen.
ITI. Encuentre la expansién en serie de potencias de dos de las siguientes funciones, alrededor del punto
dado, indicando su radio de convergencia:
Puntos]. fi(z) = L, alrededor de z = 0.

22 +9

Puntos]. fy(z) = cosz, alrededor de z = 5. Ayuda: Puede usar la parte c. del punto 1.

Puntos]. f3(z) = —log (1 — —) alrededor de z = 0.

o0
IV. El objetivo de este ejercicio es calcular la integral impropia / C20 Z_a; dx, donde a,b > 0.

Puntos]. Considere el camino cerrado I' = 7, + vg, orientado positivamente, donde ~, es el intervalo [-R, R] y
Yr(t) = Re' para t € [0,7]. Demuestre que, si R > b,

eiaz T _ab

eiaz M eiaz
Puntos]. Demuestre que / ——=dz| < —, para M > 0, y entonces hm ———dz=0.
on 22402 R R—oo |, 2% + b2
Puntos]. Concl /Oo R y = Temab
untos]. Concluya que ————dr = —e” %,
yadue | 2y b



Solucion

I

a. Farso. La funcibon —— = — + - [ —— -
z2(z244) 4z 8\z—-2i z-2
los contornos indicados no encierran los mismos polos las integrales no son iguales:

241 1 3 1
s ( > tiene tres polos simples, en 0, 27, y como

2 1 . 2 1
En efecto, usando la factorizacién indicada es facil ver que 7{ %dz = W—Z, mientras que j{ %dz = 2mi.
b 2(22+4) 2 e 2(22 4+ 4)

b. VERDADERO. Si una funcién entera f : C — C satisface |f(z)| < 1 para todo z € C, parametrizando
el circulo centrado en cualquier zg € C, de radio R > 0, como z(t) = 29 + Re® con t € [0,2x], por la
férmula integral de Cauchy tendriamos que

k!

kLT ity dt
(k) < — R ity 7 -

para cualquier k € ZT, entonces todas las derivadas de f son nulas y f es constante.

T
c. VERDADERO. La identidad cos z = —sen (z — 5) es cierta para todo z € R luego, por el principio de

identidad tenemos que las funciones f(z) = cosz + sen (z — g) y g(z) = 0 son analiticas en todo C y
coinciden en un conjunto no discreto en C, luego deben ser iguales.

d. VERDADERO. Si p(z) es un polinomio, por el teorema fundamental del algebra (salvo una constante)
podemos factorizarlo como p(z) = (z — w1)* (2 — wo)*2 - -+ (2 — wy)*, donde wy,ws, ..., w; denotan
sus raices y ki, ks, ..., k; denotan sus respectivas multiplicidades. Entonces,

y, entonces,

() _ ks
p(z) z; Z — wj

1=

asi que, si v es un circulo centrado en el origen sobre el que no hay ninguna raiz de p(z), la integral
dada es igual a

1 [ 1 [ ks 1 1
—,j{p(z)dz:—_fz de = — k% dz
2mi [, p(2) 2mi Jy = 2 — w 2mi = 2 —wi

y, como cada una de estas integrales es igual a cero (si la raiz w; no estd dentro del contorno) 6
27i (si lo estd, esta suma es igual al nimero de raices de p(z) encerradas en el circulo v, contando
multiplicidades.



II.

. . ’ . . .7 5 . . .
a. Si v es el semicirculo de radio 2 entre los puntos 2 y 2¢, como la funcién 12z° tiene una antiderivada
en un dominio que contiene este camino,

/ 122°dz = 22037 = 2(2i)° — 2(2)° = —2%.
v

b. El cuadrado de vértices 2 + 2i, —2 + 2i, —2 — 2 y 2 — 2i encierra solamente uno de los ceros de la
funcién z(z2 + 8), precisamente a z = 0. Asf, por la férmula integral de Cauchy,

7{ CoS z d - CoSs z Iy
—————dz = 27i = —.
5 2(22 +8) 22+8),., 4

c. El circulo de radio % centrado en el origen encierra solamente uno de los ceros de la funcién z2(z+1)3,
precisamente a z = 0. Asi, por la férmula integral de Cauchy,

e* d e
————dz = 271 [} = —47m1.
ﬁ 22(z 4+ 1)3 dz (z+1)3],_,

I11.
a. La serie de potencias de fi(z) = 1 j_ 9’ alrededor de z = 0 se encuentra usando la serie geométrica:
z
z 1 =z z 1 z Z (—1)kz4k (—1)kzak+1
4 9 2 9 —2%\ ~ g ok gkl 0
Z+9 91"‘? 91_<T) E>0 9 k>0 9

y es védlida siempre que |z—94| <1, ie. |z| < V3.

b. Usando la parte c. del punto I, la serie de potencias de fa(z) = cos z alrededor de z = T se consigue
a partir de la de sen z, i.e.

B E)2k+1 ( _ 7-‘-)2kt+1

. s o (Z 2 _ 1 z 2
oz = msen (2 5) == O gy = XV e

k>0 k>0
que es valida para todo z.

c. Finalmente, la serie de potencias de f3(z) = —log (1 — %) alrededor de z = 0 se consigue observando
2k+1
z z

d
que - fa(z) = =~ ST luego integrando esta serie de potencias obtenemos
z _

2 k>0
2 2(k+1)
log(IZ) =3 ST
= 2 k),
que es vélida siempre que \§| <1,ie. |z| < V2.

IV.

a. Considere el camino cerrado I' = 7, + g, orientado positivamente, donde ~, es el intervalo [-R, R] y
vr(t) = Re® para t € [0, 7] como se ilustra en la figura:



Tr

Yo

La funcién f(z) = 2
z

encerrado por el contorno I'. Asi, por la férmula de Cauchy

eiaz elaz T
———dz = 2mi = —e .
7€z2+b2 s Lﬂb]z:ib b°

Si consideramos la integral sobre yz(t) = Re'’, para t € [0,7] y R > b lo suficientemente grande,

tiene polos simples en z = +ib y, para R > b, solo uno de ellos queda

eiaz B eiaR cost—aRsent - 1 - 1 B 1
2102 | 22402 = 22402 T 22— RZ—b2
eiaz TR T 6iaz
luego ——dz| < — = — y, entonces, lim ——dz=0.
& LR22+b2 =’ RV [y NP

ezaz eZ(lZ 61[12 T b
Ahora, como ¢ ———dz = ——=dz +/ ———dz = —e~ %, tenemos que
f{z2+b2 /%,zQ—i—b? e b q

r
iaz oS} iax taz T
lim — 5 dz= lim — 5 dr+ lim -5 dz = —e
R—oo Jp 22+ D R—oo J_ 2?2 +b R—oo z24+b b
YR
) °® cosar + isenax T _ab } .
es decir que ——5 5 —dr = e *. Como el resultado es un nimero real podemos concluir
oo 2 +b b
o0 oo
sen ax cos ax T _
que ——5dr =0y — —pdr= e ab,
oo 2+ oo X2+ D b



