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Representación gráfica de una función con valores reales

Una función f : R→ R se representa como una curva en un plano:

La curva es el subconjunto del plano
que se escribe como

C = {(x , y) ∈ R2 | y = f (x) para x ∈ R}.
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Representación gráfica de una función con valores reales

En forma análoga, una función f : R2 → R se representa como una
superficie en el espacio tridimensional:

La superficie es el subconjunto del
espacio R3 que se escribe como:

S = {(x , y , z) ∈ R3 | z = f (x , y) para (x , y) ∈ R2}.
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Una superficie puede verse como una familia infinita de curvas:

Identificar tales curvas es a menudo crucial para identificar la superficie.
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Conjuntos de Nivel

El comportamiento de una función f : Rn → R puede entenderse a través
de sus conjuntos de nivel:

Sk = {~x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | f (x1, x2, . . . , xn) = k} .
En el caso de una función f : R2 → R estos conjuntos de nivel definen
curvas en el plano:
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Un ejemplo en dos dimensiones:

La figura a la izquierda ilustra las curvas
de nivel de la función

f (x , y) = sin x cos y ,

es decir las curvas que corresponden a
las ecuaciones sin x cos y = k para k
constante entre −1 y 1.
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Un ejemplo de la vida real:
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Un ejemplo en tres dimensiones:

En el caso de una función

f : R3 → R

los conjuntos de nivel definen superficies
en el espacio. Por ejemplo, la figura a la
izquierda ilustra las superficies de nivel
de la función

f (x , y , z) = x2 + y2 − z2,

i.e. conjuntos solución de ecuaciones de
la forma x2 + y2 − z2 = k para k
constante, estas superficies son
hiperboloides de uno o dos mantos,
dependiendo del signo de k .
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Un ejercicio: Observe las siguientes superficies

SECTION 14.1 FUNCTIONS OF SEVERAL VARIABLES ❙ ❙ ❙ ❙ 901
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... Encuentre sus respectivas curvas de nivel
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Continuidad

Una función f (x) es llamada continua en un punto p ∈ R si

lim
x→p

f (x) = f (p).

La figura a la izquierda ilustra una
función continua en todo punto.
La siguiente figura ilustra
diferentes tipos de discontinuidad.
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Discontinuidades
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En dimensiones mayores las discontinuidades pueden como en los
siguientes ejemplos:
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Ĺımites

Other notations for the limit in Definition 1 are

and

Notice that is the distance between the numbers and , and
is the distance between the point and the point . Thus,

Definition 1 says that the distance between and can be made arbitrarily small by
making the distance from to sufficiently small (but not 0). Figure 1 illustrates
Definition 1 by means of an arrow diagram. If any small interval is given
around , then we can find a disk with center and radius such that maps
all the points in [except possibly ] into the interval .

Another illustration of Definition 1 is given in Figure 2 where the surface is the graph
of . If is given, we can find such that if is restricted to lie in the disk

and , then the corresponding part of lies between the horizontal planes
and .

For functions of a single variable, when we let approach , there are only two pos-
sible directions of approach, from the left or from the right. We recall from Chapter 2 that
if , then does not exist.

For functions of two variables the situation is not as simple because we can let 
approach from an infinite number of directions in any manner whatsoever (see
Figure 3) as long as stays within the domain of .

Definition 1 says that the distance between and L can be made arbitrarily small
by making the distance from to sufficiently small (but not 0). The definition
refers only to the distance between and . It does not refer to the direction of
approach. Therefore, if the limit exists, then must approach the same limit no mat-
ter how approaches . Thus, if we can find two different paths of approach along
which the function has different limits, then it follows that does
not exist.

If as along a path and as
along a path , where , then does 

not exist.

EXAMPLE 1 Show that does not exist.
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Si z = f (x , y) es una función,
decimos que

lim
(x ,y)→(a,b)

f (x , y) = L

si, para cualquier ε > 0 existe un
δ > 0 tal que

|f (x , y)− L| < ε

siempre que√
(x − a)2 + (y − b)2 < δ.
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Cuando un ĺımite existe, es independiente del camino que se usa al
calcularlo.

Por ejemplo, si

z = f (x , y) = xy2

x2+y4 el ĺımite

lim
(x ,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4

no existe.
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Ĺımites y Continuidad en R2

Una función f (x , y) es llamada continua en un punto (xo , yo) ∈ R2 si

lim
(x ,y)→(xo ,yo)

f (x , y) = f (xo , yo).

Las reglas usuales del cálculo de ĺımites en una dimensión se aplican
idénticamente para ĺımites en dimensiones superiores:

1 Si un ĺımite existe debe ser único.

2 El ĺımite de una suma, siempre que exista, es la suma de los ĺımites
correspondientes.

3 El ĺımite de un producto, siempre que exista, es el producto de los
ĺımites correspondientes.

4 En general, en cualquier dimensión, si ~x = (x1, x2, ..., xn) y
f (~x) = (f1(~x), f2(~x), ..., fn(~x)), para fi : Rn → R, lim~x→~xo f (~x) = ~b si
y solo si lim~x→~xo fi (~x) = bi .
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1 Si un ĺımite existe debe ser único.
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correspondientes.
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Las reglas usuales del cálculo de ĺımites en una dimensión se aplican
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2 El ĺımite de una suma, siempre que exista, es la suma de los ĺımites
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