Problemas de Variedades Diferenciables.
Curso 2003—-2004

1 Definicién de Variedad Diferenciable.

Problema 1.1 Sea S" = {(z1,...,2p41) € R"M 2+ +22 | =1} laesfera
unidad de R,

1. Probar que las proyecciones estereograficas desde los puntos de S™ a R”
dotan a S™ de una estructura de variedad diferenciable de dimensién n.
;Cudl es el nimero minimo de proyecciones necesario para obtener un atlas?
Construir uno concreto.

2. Sean U;" = {(x1,...,2p41) € S"/2; >0} y U7 = {(21,...,Tpt1 € S"/z; <
0} los hemisferios de S™ (i = 1,...,n + 1) y sea la bola unidad de R™,
B™ = {(u1,...,up) € R"/u? +---+u2 < 1}. Paracadai=1,...,n+ 1 se
consideran las aplicaciones ; : U;' — B" y ¢ : U, — B" dadas por

Gi(T1y oy 1) = (X1 ooy Ty T Ly - e vy Tl )s

wi(xl,...,:an) = (Zl,...,ici_l,(ﬂi_i_l,... ,$n+1)

(proyecciones ortogonales de los hemisferios sobre la bola). Probar que A =
{(UF,0:), (U7, %) }iz1....nt1 es un atlas de dimensién n en S™ que la dota
de una estructura diferenciable que es la misma que la del apartado anterior.

3. Sin = 1, probar que la estructura diferenciable de S* (circunferencia unidad)
como curva regular es la misma que la de los apartados anteriores.

Problema 1.2 Sea
E = {(sen2s, sens) € R?/s € R}

el lazo o figura ocho. Dotar a E de dos estructuras de variedad diferenciable
distintas.

Problema 1.3 Dotar al Grupo General Lineal Gl(n, R) (conjunto de las matri-
ces reales cuadradas de dimensién n y determinante no nulo) de una estructura
de variedad diferenciable.

Problema 1.4 Resolver los siguientes apartados:



1. Justificar si puede dotarse o no de estructura de variedad diferenciable al
siguiente subconjunto de R?, dotado de la topologia euclidea:

M = {(x,y) € R*/2zy = 0}.

2. Sean U = {(s5,0) € R?/s < 0}, V = {(5,0) € R?*/s > 0}, W = {(0,s) €
R?/se R} y:
w:U—R7 :(5,0)—s;

PV — R :(50) — s
E:W —R:(0,5) — s.

Dotar a M de una estructura de variedad diferenciable tal que

A=A{U, ), (V,9),(W,£)}
sea un atlas para dicha estructura.
Problema 1.5 En R"™! — {0} se considera la relacién de equivalencia:
x~y <= 3I\#0 tal que z = \y.

Al espacio cociente R"*1 — {0}/ ~ se le denota por P*(R) y se le llama
Espacio Proyectivo Real n—dimensional. Dotarlo de una estructura de variedad
diferenciable.

Problema 1.6 Sea S = (0,1) x (0,1). Para cada s € (0, 1), se considera

¢s: Vs — R (s,t) — t.

. Se puede dar a S una topologia que la convierta en una variedad diferen-
ciable de dimensién 1, donde (V, ¢5) sean cartas locales, Vs € S?

Problema 1.7 Sea M una variedad diferenciable de dimensién n y sea p € M.
Probar que existe una carta local (U, ¢), admisible en la estructura diferenciable,
tal que p e Uy o(U) = R"™.

Problema 1.8 Probar que una variedad diferenciable es conexa si y s6lo si es
conexa por caminos.

Problema 1.9 Sea o : (a,b) C R — R? : u — (f(u),0,g(u)) una curva
simple, diferenciable, regular, contenida en el plano OXZ y que no corta al eje
OZ. Sea S el conjunto de puntos de R? obtenido al girar la curva a alrededor
del eje OZ. Probar que, dado cualquier intervalo abierto (¢,d) C R de longitud
27, la aplicacién

Z:(a,b) x (e,d) — S : (u,v) — (f(u) cosv, f(u)senwv, g(u))

define una carta local en S, de la que debe darse explicitamente su dominio
de definicién. Ademds, probar que dos cualesquiera de tales cartas estdn rela-
cionadas, con lo que el atlas maximal definido por ellas proporciona una estruc-
tura de variedad diferenciable sobre S. ;De qué dimension es esta estructura?



2 Aplicaciones Diferenciables.

Problema 2.1 Utilizando el correspondiente teorema para una funciéon de R™
en R, deducir el Teorema del Valor Medio en variedades para una funcién f €

F(p).

Problema 2.2 Sean M una variedad diferenciable y (U, ¢) una carta local de
M. Probar que ¢ y ¢! son aplicaciones diferenciables y, por tanto, difeormor-
fismos.

Problema 2.3 Sea f : R — R : 2 +— 2. Probar que:

1. f dota a R de estructura de variedad diferenciable de dimensién 1, distinta
de la estructura estandard.

2. id : (R,id) — (R, f) es diferenciable, pero que id : (R, f) — (R, id) no lo
es.

3. f: R, f) — (R,id) es un difeomorfismo. Sin embargo, f : (R,id) —
(R, f) no lo es.

Problema 2.4 Sea M un espacio topolégico To y 2°N y sean A; y As dos
atlas sobre M tales que la familia de funciones diferenciables sea la misma para
ambas estructuras. Probar que los dos atlas son equivalentes.

Problema 2.5 Sea N una variedad diferenciable y f : M — N una biyeccion.
Probar que se puede dotar a M de una tinica estructura de variedad diferenciable
que convierte a f en un difeomorfismo. ;De qué dimensién?

Problema 2.6 Sean M, N dos variedades. Probar que las proyecciones de
M x N son aplicaciones diferenciables.

Problema 2.7 Sean M;, My, N7 y N> cuatro variedades diferenciables y sean
fi € F(M;, N;), i = 1,2. Probar que la aplicacién

fi X fa: My x My — N1 x Na:(z,y) = (fi1(2), f2(v))
es diferenciable.
Problema 2.8 Sea M una variedad diferenciable. Probar que la aplicacién
A:M—MxM:z— (z,z)
es diferenciable.

Problema 2.9 Sean N, M; y M, tres variedades diferenciables.
1. Probar que f € F(N,M; x My) siy sélosim;o f € F(N,M;),i=1,2.



2. Sean f; € F(N,M,),i=1,2. Probar que
(f1,fo) : N — My x My : x — (fi(x), f2(x))

es diferenciable.

3. Probar que existe una correspondencia biyectiva entre F(N, My x Ms) y
F(N,My) x F(N, My).

4. Sea ® € F(M; x My,N). Dado a € M, se define ®, : My — N por
®,(x) = ®(a,z). Probar que @, es diferenciable.

Problema 2.10 Sea G un grupo. Se dice que G es un Grupo de Lie si es una
variedad diferenciable y las aplicaciones

p:GxG—G:(r,y)—ay; \:G—G:ax—ax?

son diferenciables. Probar:
1. Una variedad difrenciable G que sea un grupo es un Grupo de Lie si y sélo
si la aplicacién

v:GxG— G:(z,y) oyt

es diferenciable.
2. Si G es un Grupo de Lie, entonces, para todo g € G, las aplicaciones
Ly:G— G:hw— gh

son difeomorfismos.



3 Espacios Tangentes. Diferencial de Aplica-
ciones.

Problema 3.1 Dada una v.d. M y un punto m € M, se define un subconjunto
H(m) de F(m) de modo que una funcién f € F(m) estd en H(m) si en algin
entorno de m, f = c+ >, figi, donde ¢ es una funcién constante y el segundo
término es una suma finita de producto de funciones f;,g; € F(m), tales que
fi(m) = gi(m) = 0. Probar que un operador lineal A : F(m) — R es un vector
tangente en m si y sélo si es cero en H(m).

Problema 3.2 Sean M una variedad diferenciable, p un punto de M, f una
funcién diferenciable en p y sea f(p) =t € R.

1. Establecer un isomorfismo entre T3(R) y R.

2. Identificando v € T;(R)) con el niimero real correspondiente segtin el apartado
anterior, probar que las aplicaciones f., : T,(M) — Ty (R) y (df), :
T,(M) — R pueden identificarse.

Problema 3.3 Sea F el ocho con la estructura diferenciable dada por
p:E— R:(sen2s,sens) — s, 0 <s<2m
y E’ el ocho con la otra estructura diferenciable dada por:
p: B — R:(sen2s,sens) — s, —7 <s<T.

Denotemos por j y j' a las inclusiones de E y E’, respectivamente, en R?.
Calcular el espacio tangente a j(E) y j/(E’) en (0,0).

Problema 3.4 Sea M una variedad diferenciable, con dim(M) > 2. Una apli-
cacién continua f : U — M, U C R? abierto, se dice que es una superficie en
M si es diferenciable y se dice que es una superficie simple en M si, ademas, es
inyectiva y dimf,,7,(U) =2, Vp € U.

1. Probar que una aplicacién continua f : U — M, U C R? abierto, es una
superficie si y sélo si V(V,¢) carta en M, con f~1(V) # ), se cumple que
@o flg-1(vy es diferenciable.

2. Probar que toda superficie simple de R? (en el sentido cldsico) es una super-
ficie simple de R? (en el sentido ahora definido).

3. Sea f : R? — R* una aplicacién lineal, inyectiva y diferenciable y con-
sidérese g : R? — {0} — P?(R) definida por g(z,y) = [f(z,v)].

(i) Probar que f es una superficie simple.

(ii) Probar que g estd bien definida y que es una superficie. jEs simple?



Problema 3.5 Sean « y 3 dos curvas regulares en una variedad diferenciable
M que son tangentes en un punto p € M. Probar que si ¢ : M — N es
un difeomorfismo, entonces ¢(«) y ¢(3) son curvas regulares en N que son
tangentes en ¢(p).

Problema 3.6 Probar que el ocho con cualquiera de las dos estructuras cono-
cidas es una subvariedad de R2. ;Es subvariedad regular?

Problema 3.7 Probar que la proyeccién canénica 7 : R"™! — {0} — P*(R),
dada por 7(z) = [z], es una sumersion.

Problema 3.8 En todo este problema, R y R? se consideran variedades difer-
enciables dotadas con la estructura euclidea habitual. Sea M = (R x {0}) U
(R x {1}) C R?, dotado de la topologfa euclidea relativa de la de R?.

1. Se definen las aplicaciones f: R x {0} — R :(s5,0)—syg: Rx {1} —
R : (s,1) — s. Probar que (R x {0}, f) y (R x {1}, g) son cartas locales
de dimensién 1 sobre M y concluir que dotan a M de una estructura de
variedad diferenciable de dimensién 1.

2. Se consideran las aplicaciones

] ] ] (s,1) st s#£0;
¢'R_*M'“*ﬂg_{(am si s=0,
v:M—R:(s,0)— U((s,i) =s, s=0,1.
Probar que ¥ y 1 o ¢ son diferenciables, pero que ¢ no lo es.
3. Probar que v es una inmersién. jEs (M, 1)) una subvariedad de R?

4. Sea i : M — R? la inclusién. Probar que (M,4) es una subvariedad de R2.
.Es una subvariedad regular?

Problema 3.9 En todo este problema, R y R? se consideran variedades difer-
enciables dotadas con la estructura euclidea habitual. Sea M = {(z,y) €
R?/2% +y? =1} U {(0,y) € R?/1 < y < 2}. Sean las aplicaciones:

p(0,y)=1-y st 1<y<2,

<‘0:M—>R:{cp(sen27rs,c0527rs):s si 0<s<1 °

: S Y0y =1-y st 1<y<2,
1/).M—>R.{ P(sen2ws,cos2rs) =1—s si 0<s<1

1. Probar que (M, ) v (M,4) son cartas locales de dimensién 1 en M que
no estan relacionadas y concluir que definen dos estructuras de variedad
diferenciable de dimension 1 en M distintas.

2. (Es (M,i), siendo i : M < R? la inclusién, con alguna de las estructuras
anteriores, subvariedad de R??

3. Probar que (M, ¢) es una subvariedad de R. {Es subvariedad regular?



4 Campos de Vectores.

Problema 4.1 Sea S? con las cartas (U;,®;), (i = 1,2), correspondientes a la
proyeccién estereogréafica. Sea X el campo vectorial en S? dado por:

0 0
(x1 — xg)a—xl + (21 +x2)a—xz en Uy,

0 0
—y1 —Y2)m— + (1 —y2)x— en Us.
(—y y)ay1 (y y)6y2
Probar que, efectivamente, es un campo diferenciable en toda la variedad.

Problema 4.2 En el plano proyectivo, sean (U;,@;), (i = 0,1,2) las cartas
locales del atlas. Probar que el campo X definido por

0 0

—_— — Wy — U,
w1 Owy w2 D en 05
—x1=— — 2x i en U
1 81‘1 28.132 1,
1o} 0
— 4 2yy— U
Y1 oy + 2y 90 en 2,

es, efectivamente, un campo diferenciable en toda la variedad.

Problema 4.3 Sea R2. Se consideran los campos:

0 0 0 0
X=aZ yyl yo_y 9
T ox +y3y’ Yor +$8y

Calcular [X,Y].

Problema 4.4 Sea M = R3. Se consideran los campos:

€1 = (2+y2)ezaax
) o O
ey = 2:1:3/*81: +(2+y )T(iy
0 0 0
_ _ 2 Y AN 2\ Y
es = —2zy o y(2+y)ay+(2+y)8z

1. Probar que {e1, e2,e3} es una base del F(M)-mdédulo de campos diferencia-
bles sobre M.

2. Expresar [e;, e;] en funcién de los e.
3. Verificar la identidad de Jacobi.

Problema 4.5 Sean M una variedad diferenciable y X,Y, Z, W € X(M). Si
en un punto p € M, X, =Y, y Z|y = W|y, donde U es un entorno abierto de
p, ies [ X, Z], = [Y,W],? Razonar la respuesta.



Problema 4.6 Sean R3, X € X(R?) dado por X = x% + eza% y sea f :
R3 — R?: (2,9,2) = (z +9,9,7). (Estd X f-relacionado con X?
Problema 4.7 Sea f: M — N una aplicacién diferenciable. Probar:

1. Si f es sobreyectiva, entonces, VX € X (M) fijo, existe a lo mds un campo
de vectores Y € X(N) tal que X estd f-relacionado con Y.

Si f es una inmersién, entonces, VY € X (N), existe a lo mds un campo de
vectores X € X (M) tal que X estd f-relacionado con Y.

Si f es una inmersién, entonces, dado Y € X(N), existe X € X (M), f-
relacionado con Y si y solo si Vp € M, Yy € fip(Tp(M)).

Problema 4.8 Se considera la variedad diferenciable R3. Sea py = (z0, Y0, 20) €
R? un punto fijo y sea g : R — R3 : p— p + po.

1. Hallar los campos Y € X (R3) invariantes por g, es decir, tales que g.Y =Y.

0 0
2. Sea Y = 7% + 5, € X(R?). Probar que Y es invariante por g. ;Cual es el
cardinal del conjunto de campos diferenciables Z € X' (R3) tales que Y L 77

Problema 4.9 Sea M una variedad diferenciable. Una Conexion Afin en M
es una aplicacién V : X(M) x X(M) — X (M), cumpliendo:

1. VixigvZ = IVxZ+gVvyZ;

2. Vx(fY +92) = (Xf)Y +(Xg9)Z + fVxY +gVxZ,

VX,Y,Z € X(M),Vf,g € F(M), donde se estd denotando V(X,Y) = VxY.
Sea f: M — N un difeomorfismo de variedades diferenciables. Se pide:

(a) Probar que f.(gX) = (go f~1)f. X.
(b) Si V es una conexién affn en N, probar que

V: X(M) x X(M) — X (M),

definida por B
(VxY)(p) = [, (Vex [Y)(f (D),

para todo punto p € M, es una conexién afin en M.



5 Campos de Tensores.

Problema 5.1 En R3 se consideran los campos de vectores diferenciables

, 0 0 0 0 o 0
X ==ze %—i—(l—kxyz)a—y—i—z&, Y—Qz%—&—cosya——i—@

y los campos de tensores covariantes diferenciables:
T=2dz@de+dz@dz + e®dy @ dz + ydy @ dz + zdz ® dy + dz ® dz,
S = z3ydx + cos zdy + ydz.
1. Calcular T® S, S(X), T(X,Y)y (T® S)(X,Y, X).
2. Calcular w = Alt(T) y 6 = Alt(S5).
3. Calcular w A0, 0(X), w(X,Y) v (WA ) (X,Y, X).

Problema 5.2 Sea M una variedad diferenciable. Una Derivacidn (respecti-
vamente, una Anti-derivacidn) en M es un operador R-lineal, D : A(M) —
A(M) tal que, si w,0 € A(M):

D(wA0)=DwANbO+wA DO
(respectivamente,
D(w A 6) = Dw A 6+ (—1)8"84°@yy A DO).

1. Probar que si D es una derivacién y w!,... w" € A;(M), entonces:

D(wl/\---/\wT):Zwl/\---Dwk/\--wu

2. Probar que si D es una anti-derivacién y w!,...,w" € A;(M), entonces:
T
D' A AW = Z:(—l)’“_lw1 Ao -DWP A w
k=1
3. Si Dy y D5 son derivaciones, jes [D1, Do) = D1 Dy — Dy D¢ una derivacién?
4. Si Dy y Dy son anti-derivaciones, jes [Di, D2] una derivacién? ;Es una

anti—derivacién?

5. Si Dy y Dy son anti—derivaciones, ;bajo qué condiciones es D1 Ds + Dy Dy
una derivaciéon?

6. Si D es una anti-derivacién, ;bajo qué condiciones es D? una derivacién?
) 4
Bajo qué condiciones es también una anti-derivacion?



Problema 5.3 Sea M una variedad diferenciable y o € A,.(M), r < dim(M).
1. Probar que si r es impar, entonces o A o = 0.

2. Probar que si a = 3 A+, siendo 7 de orden impar, entonces a A o = 0.

3. Determinar una forma diferencial en R* tal que su cuadrado sea no nulo.

4. Sea v € Ay(M). Calcular A¥(a + 8 A7), donde A¥w denota el producto
exterior de w por si misma k veces.

Problema 5.4 Sea M una variedad diferenciable de dimensién m y sea la fa-
milia de 1-formas independientes en M{wy,...,w,}. Si {61,...,0,} es otra
familia de 1-formas tales que

zT:wi ANO; = 0,
i=1

probar que existe una coleccién de funciones f;; € F(M), 1 <i,j < r, tales que
fij = fji, para todos %, j y que, para todo¢=1,...,7:

0; =Y fijw;.
=1

Problema 5.5 Una Métrica Riemanniana en una variedad diferenciable es un
campo de tensores g € To(M) simétrico y definido positivo. Sean M y N dos
variedades diferenciables, f € F(M,N) y g una métrica Riemanniana en N.
Probar que f*g es una métrica Riemanniana en M.

Problema 5.6 Sea f : R® — R? la aplicacién f(x,y,2) = (22,yz). Se con-
sideran las formas w = v2du 4+ dv y @ = wvdu + dv. Calcular w A 0, f*w, f*0 v
fwnb).

Problema 5.7 Sea w = ydx + zdy + 2dz € A;(R?) y sea la aplicacién f :
R? — R3 por:

flu,v) = (senwucosv, senusen v, cosu).
Calcular f*w.
Problema 5.8 Sean M y N dos variedades diferenciables, f € F(M,N), g €
F(M), h € F(N) y w € Ap(N). Probar que f*(g(p)w) = g(p)f*w y que

f*(hw) = (ho f)f*w. (Hay alguna contradiccién entre estos hechos? ;Qué
consecuencia se puede sacar de ellos?
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