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1 Introduccién histérica.

Antes de empezar con la materia propia de este curso, nos gustaria hacer un breve
perfil histérico sobre la teoria de superficies minimales en el espacio Euclideo. La historia
de las superficies minimales comienza con L. Lagrange, quien en su memoria Essai d’une
nouvelle méthode pour déterminer les mazima et minima des formules intégrales indefinies
[15] (1762) desarrollé un algoritmo para el célculo de variaciones que di6 lugar a lo que
hoy conocemos como ecuacién diferencial de Euler-Lagrange. En este trabajo traté entre
otros el problema de encontrar una superficie con contorno prefijado y drea minima, y
como consecuencia estableci la ecuacién que satisfacen los grafos minimales f(z,y):

L+ fD) faw = 2fefyfoy + L+ [2) fyy =0 (1)

Esta ecuacién casilineal eliptica de segundo orden no fue escrita explicitamente por La-
grange, quien se preocupd también por estudiar el mismo problema anterior para varia-
ciones de volumen constante. Las soluciones para este nuevo problema son lo que conoce-
mos como superficies de curvatura media H = constante (H =0 en el caso minimal).

Los matematicos de aquella época constataron la gran dificultad y diferentes posibil-
idades que planteaban aquellos problemas. Pensemos que no fue hasta 170 anos después
cuando Douglas y Radé dieron la primera respuesta satisfactoria a estas cuestiones, y
aun hoy dia permanecen abiertas diferentes lineas de investigacion al respecto como co-
mentaremos posteriormente.

Interesado mas en cuestiones tedricas, Lagrange no se preocup6 de encontrar soluciones
concretas no triviales de la ecuacién (1). Fue L. Euler [6] quien lo logré por el proced-
imiento de rotar la curva llamada catenaria, para asi obtener una superficie minimal que
llamé alysseide. Posteriormente J. Plateau bautizé a esta superficie con el nombre actual
de catenoide. En 1776 J.B.M.C. Meusnier descubri6é que la catenoide y el helicoide satis-
facfan la ecuacién (1), ddndole una interpretaciéon geométrica a la misma. Se dié cuenta
que (1) expresaba el hecho de que se anulase una cantidad geométrica asociada a la forma
en que se curvaba la superficie en el espacio, cantidad que llamé a sugerencia de Sophie



Figura 1: La catenoide, descubierta por L. Euler.

Germain curvatura media H. Es por eso por lo que histéricamente se han llamado superfi-
cies minimales a aquellas que tienen curvatura media cero, sin tener en consideracién que
en la mayoria de los casos no representan un minimo para el funcional area. Esta sera
también nuestra definicién.

G. Monge en 1784 [18, 19], luego A. Legendre en 1787 [16], y posteriormente S. F.
Lacroix y A. M. Ampere entre otros, integraron la ecuacién de Lagrange y obtuvieron
férmulas para las funciones coordenadas de las superficies minimales en términos de fun-
ciones analiticas. En 1816, J. D. Gergonne [7] formulé una serie de problemas concretos
y dirigié la atencién de los matematicos al estudio de las superficies minimales. De 1831
a 1835, casi sesenta afios después del descubrimiento de la catenoide y del helicoide, H.
F. Scherk mostré en [27, 28] ecuaciones explicitas para cinco nuevas superficies minimales
obtenidas usando la representaciéon de Monge-Legendre. Su idea fundamental fue usar una
técnica de separacién de variables para integrar la ecuacién (1) .

La edad de oro clasica de las superficies minimales fue aproximadamente la segunda
mitad del siglo XIX, donde se sucedieron rapidamente nuevos descubrimientos y publica-
ciones. Entre 1842 y 1843 E. Catalan probé que el helicoide es la Uinica superficie minimal
reglada, aparte del plano. Por este tiempo, el fisico belga J. Plateau observé que las
superficies minimales se pueden realizar fisicamente siguiendo la forma que adoptan las
peliculas de jabén que se apoyan en un contorno de alambre fijo, motivando lo que hoy se
conoce como problema de Plateau, es decir, la formulacion matemética de la existencia o
no de superficies minimales con frontera prefijada. Este planteamiento de Plateau ha sido
uno de los focos con maés influencia en el desarrollo de esta teoria, como iremos viendo
méas adelante. Posteriormente O. Bonnet investigé las lineas asintéticas, las de curvatura



Figura 2: El helicoide.

Figura 3: Una superficie de Scherk doblemente periddica.



Figura 4: Una superficie de Scherk simplemente periddica.

y las geodésicas sobre superficies minimales.

En el ano 1865 la teoria de superficies minimales sufrié un importante empuje gracias
a la obtencién por H. A. Schwarz [25] de métodos para resolver el problema de Plateau con
borde un cuadrilatero prefijado, cuya aplicacion més inmediata fue el descubrimiento de
un ejemplo triplemente periddico que hoy lleva su nombre. Estos trabajos estan basados
en las férmulas de representacion para superficies minimales obtenidas por K. Weierstrass.
Weierstrass habia expuesto estas férmulas en el Seminario matematico de la Universidad
de Berlin en 1861 y las comunicé a la Academia de Berlin en 1866 (ver [32, 33]). Unas
férmulas de representacion similares fueron establecidas por A. Enneper [5] en 1864 usando
las lineas de curvatura como lineas de pardmetros sobre la superficie. Como aplicacién
sencilla de dichas férmulas, Enneper descubrié (ver de nuevo [5], pag. 108) un nuevo
ejemplo de superficie minimal, que hoy conocemos como superficie de Enneper.

Otras férmulas de representacién fueron introducidas por J. Weingarten (1863), B.
Riemann (1866), A. Peterson (1866) y E. Beltrami (1868).

Riemann contribuyé al desarrollo de esta teoria en varias facetas, y de especial forma
con su trabajo péstumo publicado en 1867 [24]. En este trabajo Riemann traté el proble-
ma de Plateau para superficies minimales bordeadas por una o varias lineas rectas. En
concreto, él estudio los siguientes casos especiales de frontera: (i) Dos lineas rectas que se
cruzan. (ii) Tres lineas rectas, dos de las cuales estdn en un plano P y se intersecan, y la
tercera estd en un plano P’ paralelo a P. (iii) Tres lineas rectas que se cortan. (iv) Un



Figura 5: La superficie de Enneper.

cuadrilatero. (v) Dos circulos arbitrarios en planos paralelos.

Este dltimo caso da lugar a una familia uno-paramétrica de superficies minimales
foliadas por lineas y circulos en planos paralelos. Estas superficies junto con la catenoide
fueron caracterizadas por el propio Riemann como las tnicas fibradas por circulos en
planos paralelos y son conocidas como los ejemplos de Riemann. Con el paso del tiempo
se descubrié la importancia del Anélisis Complejo y la teoria de Superficies de Riemann
dentro del campo de las superficies minimales, por lo que los trabajos fundacionales en
esta linea de B. Riemann han supuesto una aportacion directa de extraordinario valor.

Otro hecho interesante fue el descubrimiento de la primera superficie minimal no orien-
table, debido a L. Henneberg en el ano 1875 (ver [8, 9]). La superficie de Henneberg fue
estudiada por A. Herzog y C. Schilling, el iltimo de los cuales obtuvo un dibujo estere-
oscopico de la misma.

Otros grandes gedmetras que en este tiempo contribuyeron al desarrollo de esta teoria
fueron: J. A. Serret [26], A. Ribaucour, G. Darboux, L. Bianchi, S. Lie y A. Schoenflies,
entre otros.

Veinte anos después de que Riemann fundara la Geometria Riemanniana (10 de Junio
de 1854) R. Lipschitz [17] propuso una generalizacién de la idea de Meusnier acerca del
concepto de curvatura media definiendo el vector curvatura media asociado a una subva-
riedad. Lipschitz prob6 que una subvariedad es critica para el funcional volumen si y sélo
si su vector curvatura media es nulo y, en consecuencia, extendi6 la teoria de superficies
minimales a ambientes de dimensién arbitraria.

Durante los primeros anos del siglo XX no hubo progresos significativos en la teoria de
las superficies minimales aparte de un trabajo de E. R. Neovius sobre superficies minimales
peridédicas que es una continuacién de sus primeros trabajos llevados a cabo en la década
de 1880 a 1890.

Una contribucién esencial indirecta al estudio de las superficies minimales fue el nacimien-



Figura 6: Un ejemplo de Riemann.

Figura 7: Una pieza fundamental de la superficie de Neovius.
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to y posterior desarrollo de la poderosa teoria de integracién y medida, debida a E.
Lebesgue. De gran importancia fueron también los métodos directos de Hilbert, Lebesgue,
Courant y Tonelli, y la teorfa del Andlisis Funcional fundada por Hilbert, F. Riesz, E.
Schmidt, R. Fréchet, Hahn y Banach. Ademads las técnicas béasicas de la teoria de ecua-
ciones elipticas, los teoremas de regularidad y las estimaciones a priori, allanaron el camino
para una resolucion satisfactoria del problema de Plateau. El resultado maés brillante en
las primeras décadas del nuevo siglo XX fue el Teorema de Bernstein [1], uno de los mas
fascinantes resultados en la teoria de ecuaciones elipticas no lineales. Este teorema afirma
que el tnico grafo minimal definido en todo el plano es el determinado por una funcién
afin. Tal resultado fue generalizado, bajo ciertas hipodtesis adicionales, a dimensién y
codimension arbitraria por Hildebrandt, Jost y Widman.

Entre 1925 y 1950 la teoria de superficies minimales cobré nuevo empuje. Uno de los
aspectos que sufrié un mayor desarrollo fue el problema de Plateau. La primera prueba
de existencia general para el problema de Plateau no paramétrico fue dada por Haar en
1927 con importantes aportaciones de Radé acerca de la regularidad y minimalidad de
la solucién. La contribuciéon de Haar y Radé supuso un gran avance; por primera vez
el programa elaborado por Hilbert en sus problemas 19 y 20 fue llevado a cabo usando
técnicas de calculo de variaciones aplicadas a ecuaciones de Euler no lineales. Garnier
publicé una primera solucién al problema de Plateau con un contorno general en 1928,
aunque un resultado mas completo y convincente fue obtenido por Douglas [3, 4] y Radé
en 1930.

En la década de los sesenta, De Giorgi, Fleming, Federer y Reifenberg desarrollaron la
potente teoria geométrica de la medida que se ha convertido en una herramienta cada vez
mas influyente en el estudio de las superficies minimales y de curvatura media constante.

En los tdltimos 30 afios, el interés se ha centrado sobre una clase de superficies que
estan, conceptualmente, bastante lejos del término original de superficie minimal: son
aquellas superficies que careciendo de frontera, se extienden indefinidamente en el espacio;
en otras palabras, superficies minimales completas. Esto se debe sobre todo a los trabajos
de R. Osserman, quien recupero la olvidada teoria de Enneper y Weierstrass mostrando su
utilidad e importancia en el estudio de las superficies minimales completas. La principal
aportacion de Osserman consistié en conectar la teoria de superficies minimales completas
con el Anédlisis Complejo y la teoria de Superficies de Riemann clésicos. Asi pudo obtener
resultados acerca de la aplicacién de Gauss de superficies minimales (que puede interpre-
tarse como una funcién meromorfa) y la geometria de las superficies minimales completas
de curvatura total finita en R3. Estos trabajos de Osserman (que pueden verse en [20, 22]),
han sido el detonante de una extraordinaria expansién de la teoria de superficies minimales
en la segunda mitad del siglo XX, que continiia en nuestros dias.

A comienzos de los afios 80, aprovechando las técnicas introducidas por Osserman, C.
C. Chen y F. Gackstatter construyeron los dos primeros ejemplos orientables con topologia
no trivial. Estos ejemplos tienen género uno y dos, respectivamente, y un unico final.



Ambas pueden verse como el resultado de unirle una o dos asas a la superficie de Enneper,
tal como ilustra la figura 8.

(a)

Figura 8: (a) La superficie de Chen y Gackstatter de género 1. (b) La superficie de Chen
y Gackstatter de género 2.

El descubrimiento por parte de C. J. Costa de la superficie que desde entonces lleva
su nombre, supuso el punto de partida para el estudio de la familia de las superficies min-
imales propiamente embebidas. La superficie de Costa es un toro propiamente embebido
en R3 con tres finales, uno de ellos es asintético a un plano y los otros dos son asintéticos
a dos medias catenoides (véase la figura 9). Llegados a este punto es referencia obligada
el trabajo de D. Hoffman y W. H. Meeks III [12], donde éstos construyen superficies mini-
males propiamente embebidas con tres finales y género arbitrario, a partir de la superficie
de Costa. En la actualidad son muchos los nuevos ejemplos de superficies minimales com-
pletas, de curvatura total finita, tanto inmersas como embebidas en R3. Para ello, hemos
asistido a un prodigioso desarrollo de nuevas técnicas que complementan y superan las
férmulas de representacion de Osserman-Enneper-Weierstrass. En esa nueva linea citamos
los trabajos de N. Kapouleas [14], M. Traizet [29] y M. Weber y M. Wolf [30, 31].

Con esta breve incursion en la historia de las superficies minimales queremos poner de
manifiesto que estamos ante un tema de investigacién con una larga tradicion, en el que
han efectuado aportaciones significativas algunos de los més grandes matematicos de las
ultimas tres centurias. A pesar de esto, las superficies minimales siguen siendo una fuente
continua de nuevos desafios y resultados que las mantienen en la primera linea dentro de
la investigacion actual en Geometria Diferencial.

2 Objetivos.

Desde luego, por razones de tiempo y espacio hemos de escoger algunas de las vertientes de
la teorfa de superficies minimales en R3 para desarrollar en el curso, aunque ello suponga



Figura 9: La superficie de Costa.

dejar de lado otras muchas no menos interesantes. Para esta eleccién nos hemos basado
en primar resultados que estén basados (o se relacionen en cierta medida) en una de las
herramientas més poderosas y tutiles en esta teoria: el principio del maximo. Pero atin asi
hemos querido tocar, aunque sélo sea de paso, varios de los problemas principales en la
teoria de superficies minimales.

Empezaremos con la Seccién 3 de preliminares, donde presentaremos la mayoria de
las definiciones y ejemplos con los que luego trabajaremos, asi como los resultados de
comparaciéon elementales entre dos superficies atendiendo a sus segundas formas funda-
mentales. Tales resultados de comparacion seran suficientes para probar en la Seccién 4
la equivalencia entre la no positividad de la curvatura de Gauss de una superficie y satis-
facer la propiedad de la envolvente convexa (Teorema 4.1). En particular, esta propiedad
serd satisfecha por cualquier superficie minimal compacta y con borde. En la Seccién 5
daremos un giro hacia el Anélisis para estudiar el principio del maximo para un operador
lineal eliptico de 2° orden, y deduciremos de éste las formulaciones de los principios del
maximo en el interior y en la frontera para el operador curvatura media de una superficie
(Corolarios 5.2 y 5.3), la piedra angular sobre la que edificar las demostraciones de futuros
teoremas. Como primera aplicacién del principio del méaximo probaremos en la Seccién 6
el Teorema fuerte del semiespacio (Teorema 6.2), un reciente resultado enmarcado den-
tro de la teoria de las superficies minimales propiamente embebidas. La Seccion 7 estara
dedicada a otros de los problemas centrales en la teoria de las superficie minimales: el Pro-
blema de Plateau. Dentro de éste, evitaremos los principales resultados de existencia para
concentrarnos en situaciones donde obtengamos unicidad de solucién, como el Teorema



Figura 10: Uno de los ejemplos construidos por Kapouleas.
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de Radé (Teorema 7.3). En la Seccién 8 veremos algunos resultados relacionados con la
desigualdad isoperimétrica en superficies minimales (Teoremas 8.1 y 8.2), donde de nuevo
el principio del maximo sera determinante para descartar situaciones en que una superficie
minimal tiene dos componentes frontera demasiado alejadas en cierto sentido. Por 1ltimo,
hemos querido terminar con una incursién en el mundo de las superficies de curvatura
media constante no cero, dedicando la Seccién 9 a una de las mas famosas aplicaciones del
principio del méximo, el método de reflexion de Alexandrov, que culmina con su celebrada
caracterizacion de la esfera (Teorema 9.1).

Como decfamos arriba, han quedado muchos temas sin tocar, entre ellos la repre-
sentacion de Weiersatrass, algunos invariantes integrales de las superficies minimales como
el flujo, la teoria de las superficies minimales periédicas o de las inmersas, el problema de
periodos y la produccién de ejemplos, y un largo etcétera. Creemos sin embargo, que los
temas escogidos, ademas de tener un hilo conductor en el principio del maximo, dan una
idea de la belleza de los resultados que pueden encontrarse dentro de esta teoria, y quizés
susciten un interés que a buen seguro podrd saciarse en textos mas especializados.
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