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Puntos

Nombre: Cédigo:

1. Llene el espacio en blanco o conteste Falso (F) o Verdadero (V) segtn el caso. Justificacién
corta, en la hoja de examen.

a) Las unicas superficies minimas de revolucién son:
‘R/ El Catenoide y el plano.

b) Las unicas superficies minimas regladas son:
R/ El Helicoide y el plano.

¢) Existen superficies minimas con curvatura de Gauss constante K > 0. |R/ Falso

d) Existen superficies compactas con curvatura de Gauss constante K < 0. |R/ Falso

e) La superficie X (u,v) = (u, u® cos v, u*sinwv) tiene K constante. R/ Falso

SoLUCION. Justificaciones:

a) Por el Teorema 3.5.7
b) Por el Teorema 4.2.6 (Teorema de Catalan)

¢) Como las curvaturas principales, ambas no son cero, entonces dado que H = 0 (su-
perficie minima), tenemos que ko = —k1, por lo tanto K = —k?

d) Por el Teorema 3.5.5 (Teorema de Liebmann), debe ser una esfera con radio positivo,
por lo tanto su curvatura de Gauss debe ser constante positiva.

X, = (1,2ucosv,2usinv); X, = (0, —u?sinv, u? cos v)

E=1+4? F=0;, G=u' VEG=14*>V1+4u?

<Gu>_< 4u>_ (N P
VEG), \Vizae), (rap? |0 T @t 4l

'El juramento del uniandino dice: “Juro solemnemente abstenerme de copiar o de incurrir en actos que pueden
conducir a la trampa o al fraude en las pruebas académicas, o en cualquier otro acto que perjudique la integridad
de mis companeros o de la misma Universidad”



Considere la curva (t) = (143 cost,2+5sint,3+4 cost) para ¢t € R. Calcule las siguientes
funciones de t: Velocidad, rapidez, aceleracién, tangente, normal, binormal, curvatura y
torsion.

SOLUCION.

a) v=/0"(t)=(-3sint,5cost, —4sint)

v=|v|=|8 )] =9sin?t + 25cos? t + 16sin2t = 5
t=s/5=T(s) =(s) = (—2sin £, cos £, — 1 sin §)

k=1T'(s )|—\/252c052§+215sm25 + 55 COS %—\/7:%%—1/5
N(s) =2T'(s) =5 (-2 cos £, —Lsinsh, —2 cos £)
B=TxN = (-%,0,2)

T=—-N-B; B =0=7=0
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La curva es una circunferencia de radio 5

Suponga que « : [0,£] — R?, es una curva suave parametrizada por la longitud de arco,
y que a(0) = « (g) = «a(f). ;Cudl es el drea total maxima posible de todas las regiones
acotadas por a?

SoLUCION. Dado que a(0) = a(¢/3) = a(£), la curva tiene una auto-interseccién. Usaremos
la desigualdad isoperimétrica para cada una de las partes determinadas por la curva.

2 2 2 (4/3)2 (2¢/3)2 | 52
A< Ly A< 2 - A< Ly 2o =
47 2=Yr S P - 367

Considere el plano hiperbdlico M segiin el modelo de Poincaré H = {(z,y) € R%|y > 0}
con métrica ds®> = y%(de + dy?). Sean X = ya% un campo vectorial en el plano tangente
T,M, y la curva sobre M: (t) = (¢,t) para 1 <t < 2. Calcule la holonomia de X a lo
largo de v desde P = (1) hasta @ = v(2).

SOLUCION. Usaremos £ = u y y = v para la parametrizacion.
1 E, du
E=G=— F=0 wy=——ron——
v2 27 9VEG ds
Para la parametrizaciéon de la curva v en términos de la longitud de arco s, debemos
encontrar primero la rapidez, para hallar la relacién entre ¢t y s:

P t -
Y P =+'(t) o (t) = 5= :/1 I (T)|dr = Vilnt = |t = e*/V?

A(s) = (eV2,eV2) 9(0) = (1,1) 7(V2In2) = (2,2)

Ahora para la curva - tenemos:

vz 1 du 1 V2inz g
5/ = w91 = _E = w91 = ﬁ . hol = —/ Tds —
0




5. Considere la superficie M parametrizada por

X(u,v) = ((3 + sinwv) sinw, (3 + sinwv) cos u, cos v)

puede considerar —7/2 < u,v, < 7/2.

Halle una férmula para el normal unitario hacia afuera U(u,v) de M en X(u,v)

b) Halle una férmula para la curvatura de Gauss K (u,v) de M en X(u,v)

¢) Cudles son todos los valores posibles de la curvatura normal de M en (4,0,0) y en
(2,0,0). La respuesta debe expresarla en términos de un intervalo.
Ayuda: La superfice es un toro. Identifique los dngulos v y v para P y Q, haga un
grifico de la situacion. No es necesario hacer cdlculos.

d) Calcule la caracteristica de Euler de M, x(M).

e) Calcule la curvatura total de Gauss. Compruebe el Teorema de Gauss-Bonnet para
M.

SOLUCION.

a) Xy = ((3+sinv)cosu,—(3 +sinv)sinu,0) X, = (cosvsinu,cosvcosu, —sinv)
E=B+sinv) F=0 G=1 |Xyx X,|=(3+sinv)?
‘ U = (sinwu sin v, cos u sin v, cos v) ‘

b) E,=2(3+sinv)cosv G, =0 = \/% = 2<3§i§§3;°” = 2cosv
K - _Sinv

3 4 cosw

¢) En P =(4,0,0) tenemos que u =7/2;v =7/2 y en Q(2,0,0) u=m/2;v = —7/2
Sea I1; el plano xz, Il el plano zy. La interseccién de la superficie M con los planos
coordenados II; y Ils vistos iinicamente para el caso de P y @) son circunferencias de
radios 4,2 y 1, por lo tanto la curvatura normal en P estd entre 1/4 y 1 y la curvatura
normal en @ estd entre —1/2 y 1. Los signos se deben a la orientacién de las normales
en estos puntos para la superficie y para la circunferencia.

d) x(M)=V — E+ F =0, por que si tomamos un rectangulo y su diagonal e identifi-

camos los lados opuestos de este rectdngulo, tendremos un solo vértice, tres lados y
dos tridngulos.

la superficie no tiene frontera, por lo tanto k; = 0

/ K:// K\/EG—FQdudv:// &(3+sinv)dudv
M D D

3 + sinwv

w/2 /2
/ sinvdvdu = 0
—mw/2J—7/2

Tiempo: 2 horas
Buena Suerte!



