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Puntos

Nombre: Cadigo:

En cualquiera de los puntos todas las superficies se consideran regulares y en R3.

1. Conteste Falso (F) o Verdadero (V) segun el caso. Justificacién corta.

(a) Si M es una superficie regular tal que H es constante, entonces K es constante.

(b) Si una superficie regular compacta M embebida en R? tiene K constante, entonces
H es constante.

(¢) Una superficie minima no plana parametrizada en coordenadas isotermales [ = n.
(d) Si M es una superficie regular con una parametrizacién regular
X(u,v) = (2! (u,v), 2% (u,v),23(u,v)) donde x!, 22 y 3 son arménicas, entonces M
es una superficie minima.

(e) Si una superficie de revolucién X (u,v) estd generada por una curva con rapidez

. . h//
unitaria, a(u) = (g(u), h(u),0), entonces K = —5-

SOLUCION.

(a) Falso. Contraejemplo el catenoide.

(b) Verdadero. Por el teorema de Liebman M es una esfera de radio R = ﬁ, por lo

tanto si tomamos la normal exterior H = —%.

(c) Falso. Reemplazando F = Gy F = 0 en H tenemos H = l;'—G”, pero como M es
minima no plana entonces [ = —n.

(d) Falso. Contraejemplo el paraboloide hiperbdlico (silla de montar) donde H = —2uv #
0 en una parametrizacién de Monge.

(e) Verdadero. Como « tiene rapidez unitaria, esto significa que g2 + h"? = 1, lo cual

implica (diferenciando) que ¢’¢” = —h’'h”. Reemplazando en K tenemos que

g/(g"h/ _ h//g/) g/g//h/ _ h/g/Q B _B2p" — h//g/2 B _hiﬂ

h(g? +h2)2 h B h " h
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2. Sea M una superficie regular y X : D +— M una parametrizacion regular. Suponga que
para todo (u,v) € D se tiene que E =1, F =0y [ =0.

Probar que la curva a(t) = X (¢,v¢), (donde (¢,v0) € D) es un segmento de recta.

SOLUCION.

k(o)) = k(Xy) = S(Xu) Xy = Xuu U=1=0

Es decir la curvatura normal k(o) es cero para todo (u,v) € D a lo largo de a, esto implica
que U es constante a lo largo de a en todo ese dominio. Por lo tanto a es una recta en ese
dominio.

Lo anterior no significa que M sea un plano pero si que M es un cilindro de cualquier tipo,
es decir U no cambia a lo largo de « pero puede cambiar para otro v = vy.

3. Sea M una superficie regular conexa. Suponga que para cada punto p existe un A, € R tal
que para toda curva regular o : I — M con «(0) = p la curvatura normal de «, k,(0),
satisface k,(0) = Ap, en otras palabras, para todo vector unitario v € T},(M) se tiene que
k(v) = Ay, donde v = o/(0), y a parametrizada con rapidez unitaria. Probar que M es
parte de un plano o de una esfera.

SOLUCION.

Lo que dice el problema es que todos los puntos son umbilicos, por lo tanto M es parte de
una esfera o un plano.

4. (Casa) Sea M la pseudoesfera:

u
" cosh v

cos sinu, v — tanh v
coshv

X (u,v) = <

En esta parametrizacion:

(a) Calcular los coeficientes E, F'y G de la primera forma fundamental.
(b

)

) Calcular los coeficientes I, m y n de la segunda forma fundamental.
c¢) Calcular la curvatura de Gauss K.
)

)

d

(e) Calcular la curvatura media H.

(
(

Calcular los coeficientes del operador forma S.

SOLUCION.

(a)

— 0
— cosh® v
! < 0 tanh? v >

—tanhvcoslhv 0
II_( 0 tanh v—L1 )

cosh v



[y

g_ < —sinhv 0 >
0 sinh v

1 — sinh?
2 %m v
2sinhwv
(Casa) Sea F(1) = 1, lo cual es equivalente a tomar (f,g) = (1,z). Mostrar que la
representacion de Weierstrass-Enneper genera la superficie de Enneper.

SOLUCION.

Fl resultado se obtiene en forma directa. Si se desea comparar con la parametrizacion
usada en clase faltaria hacer una reflexiéon v — —wv.

Observacién. Los dos iltimos puntos son para resolver en casa. Por favor no use Maple.

Tiempo: 50 minutos
Buena Suerte!



