UNIVERSIDAD DE LOS ANDES DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Geometria Diferencial MATE2410
Laboratorios de Maple
Lab4: Geodésicas

1. Objetivos:

Usar Maple para hacer muchos célculos algebraicos necesarios para hallar geodésicas.

2. Geodésicas

2.1. Calculos basicos

restart: with(plots): with(LinearAlgebra):
EFG:=proc(X)# PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL
local Xu,Xv,E,F,G;

Xu:=<diff (X[1],u),diff (X[2],u),diff (X[3],u)>;
Xvi=<diff (X[1],v),diff(X[2],v),diff (X[3],v)>;
E:=DotProduct (Xu,Xu, conJugate =false);
F:=DotProduct (Xu,Xv,conjugate=false) ;
G:=DotProduct (Xv,Xv,conjugate=false) ;
31mp11fy([E F, G])

EIOC(X) # VECTOR NORMAL

loca Xu,Xv,Z

Xn:io<difs (X[1]50),diff (X[2],0) ,diff (X[3] ,m)>;
Xvi=<diff (X[1],v),diff (X[2],v),diff(X[3],v)>;
Z:=CrossProduct (Xu,Xv) ;

s:=VectorNorm(Z,Euclidean, conjugate=false);
51mp11fy(<Z[1]/s|Z[2]/s|Z[3]/s> sqrt,trig, 51mbollc)
end

Imn: —proc(X) # SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

local Xu,Xv,Xuu,Xuv,Xvv,U,1,m

Xu:o<dift (XI1]n) ,diff (X[2] u) diff (K[3],m)>;
Xvi=<diff (X[1],v),diff(X[2],v),diff (X[3],v)>;
Xuu:=<diff (Xu[i],u),diff (Xuf2],u),diff (Xu[3] ,u)>;
Xuv:=<diff (Xul[1],v),diff (Xul[2],v) ,diff (Xul3],v)>;
Xvv:=<diff Xv[1],v),diff(Xv[2],v),diff (Xv[3],v)>;
U:=UN(X) ;

1:=DotProduct (U, Xuu, conjugate=false) ;

m: =DotProduct (U,Xuv,conjugate=false) ;
n:=DotProduct (U,Xvv,conjugate=false) ;

31mp11fy([1 m, n] sqrt,trig,symbolic);

en
EIOC(X)# CURVATURA MEDIA

loca 1,m,n,S,T;

S:=EFG(X); T: lmn(X);

E:=8[1]; F:=S[2]; G:=S[3];

1:=T[1]; m:=T[2]; n:=T[3];

31mp11fy((G*1+E*n 2+Fm) / (2*E*G-2+F"2) , sqrt,trig,symbolic);

en

EIOC(X)# CURVATURA DE GAUSS

loca 1,m,n,S,T;

S: —EFG(X) T lmn(X)

E:=S[1]; F: =S[2]; G: S[3:|

1:=T[1]; m: =T[2]; n:=T[3];

51mp11fy((1*n m 2)/(E*G F~2),sqrt,trig,symbolic);
end
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shape :=proc(X)# OPERADOR FORMA
local Y,Z,a,b,c,d;

=EFG(X) ;
z =1mn (X) ;
a:=51mp11fy((Z[1]*Y[3]-Z[2]*Y[2])/(Y[l]*Y[S]—Y[21“2)),
b:=simplify ((Z[2]*Y[1]1-Z[11*Y[2])/(Y[11*Y[3]1-Y[2]"2));
c:=simplify ((Z[2]*Y[3]-Z[3]*Y[2])/(Y[1]*Y[3]-Y[2]"2));
d:=simplify((Z[3]*Y[1]1-Z[21*Y[2])/(Y[11*Y[3]-Y[2]"2));
[S(x u)=a*x_u+b*x_v,S(x_v)=c*xx_u+d*x_v];

shape matrix: —proc(X)# MATRIZ OPERADOR FORMA
local Y,Z,a,b,c,d;

=EFG (X) ;
Z:=1mn(X)'

a:=simplify ((Z[1]*Y[3]-Z[2]*Y[2])/(
b =simplify ((Z[2]*Y[1]1-Z[1]*Y[2])/(
c:=simplify((Z[2]*Y[3]-Z[3]*Y[2])/(
d:=simplify((Z[3]1*Y[1]1-Z[2]*Y[2])/(
Magrix([[a,c],[c,d]]);
end:

[11*Y[3]-Y[2]1"2));
[11*Y[3]1-Y[2]1"2));
[11*Y[3]-Y[2]"2));
[11*Y[3]-Y[2]1"2));
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Warning, the name changecoords has been redefined

2.2. Ecuaciones de las geodésicas
eoeq: =proc (X)
ocal M,eql,eq2;
M:=EFG(X) ;
eql:=diff (u(t),t$2)+subs ({u=u(t),v=v(t)
},diff (M[1],u)/(2+«M[1]))*diff (u(t),t) "2
+subs ({u=u(t) ,v=v(t) },diff (M[1],v)/(M[1]))*diff (u(t),t)*diff(v(t),t)
-subs ({u=u(t) ,v=v(t) },diff (M[3],u)/(2*M[1])) *diff (v(t),t) "2=0;
eq2:=diff (v(t),t$2)-subs ({u=u(t) ,v=v(t)
},diff (M[1],v)/(2*M[3]))*diff (u(t),t) 2
+subs ({u=u(t) ,v=v(t)},diff (M[3],u)/(M[3]))*diff (u(t),t)*diff(v(t),t)
+ subs({u—u(t) v=v(t)}, diff(M[3],v)/(2+M[3])) *diff (v(t),t)~2=0;
eqé ,eq2;
en

2.3. Ejemplos
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sphere:=<cos(u) *cos(v) | sin(u) *cos(v) |sin(v)>;
EFG(sphere) ;
geoeq(sphere) ;

Y

\Y

sphere := [cos(u) cos(v), sin(u) cos(v), sin(v)]
[cos(v)?, 0, 1]

(g~ 2D GOV GV _ o))+ oo sintots) (4w =0
> torus:=<(4+cos(u))*cos(v) | (4+cos(u))*sin(v) |sin(u)>;
EFG(torus);
geoeq(torus) ;

torus := [(4 + cos(u)) cos(v), (4 + cos(u)) sin(v), sin(u)]

[1, 0, 16 + 8 cos(u) + cos(u)?]

(£ u(t)) — (=4sin(u(t)) — cos(u(t)) sin(u(t))) (£ v(t))? =0,

(—8sin(u(t)) — 2cos(u(t)) sin(u(t))) (£ u(t)) (£ v(t))
16 + 8 cos(u(t)) + cos(u(t))?
witch:=<2*xtan(u) | 2*cos(u) “2*cos(v) | 2*xcos(u) "2*sin(v)>;

EFG(witch);
geoeq(witch) ;

Y

Y
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witch := R tan(u), 2cos(u)? cos(v), 2 cos(u)? sin(v)|

—1 —4cos(u)® + 4cos(u)®

= e .0, 4cos(u)’]
cos(u(t))® sin(u — 32cos(u(t))” sin(u vl sin(u
(4 2Ac0s(ult)) snu(t)) = 32cos(u(t)"sinu(®) _ 16 FLsinla)) i 0
5? 1 cos(u(t)) cos(u(t))
(£ u®) — 5 o
2 cos(u(t))” sin(u(t)) (£ v(t))? 2 4 sin(u(t %ut %vt
- 2ol o) (v O, (g7 A5l (GO G _

%1 := —1 — 4cos(u(t))® + 4 cos(u(t))®
2.4. Gréficos de las geodésicas
plotgeo:=proc(X,ustart,uend,vstart,vend,u0,v0,Du0,Dv0,T,N,gr,theta,ph

igcal sys,desys,ul,vl,listp,geo,plotX;

sys:=geoeq(X);
desys:=dsolve({sys,u(0)=u0,v(0)=v0,D(u) (0)=Du0,D(v) (0)=DvO},
{u(t),v(t)},type=numeric, output=listprocedure);
ul:=subs(desys,u(t)); vi:=subs(desys,v(t));

geo:=tubeplot (convert (subs(u="ul’(t),v="v1’(t),X),list),
t=0..T,radius=0.05, color=black,numpoints=N) :
plotX:=plot3d(subs ({u=u(t),v=v(t)

},X) ,u=ustart..uend,v=vstart..vend,grid=[gr[1],
gr[2]],shading=XY,1ightmodel=light3§:

display ({geo,plotX
},zty1e=patch,scaling=constrained,orientation=[theta,phi]);
end:
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Ejemplos
plotgeo(torus,0,2%Pi,0,2%Pi,Pi/2,0,0,1,30,150,[15,30],105,33);

> plotgeo(torus,0,2*Pi,0,2%Pi,,0,0,0,1,15,75,[15,30]1,177,68);



> plotgeo(torus,0,2*Pi,0,2%Pi,Pi,0,0,1,15,165,[15,30],177,68);

> plotgeo(torus,0,2*Pi,0,2%Pi,Pi,0,0,1,35,165,[15,30]1,177,68);



> plotgeo(sphere,0,2%Pi,0,2%Pi,0,0,1,1,5,35,[15,30],177,68);

> plotgeo(witch,-1.1,1.1,0,2%Pi,Pi/3,0,0,1,100,200,[15,30],92,-113);



2.5. Ejercicios

1. Considere el hiperboloide de un solo manto, como superficie de revolucién sobre el eje z.
Halle la métrica, las ecuaciones diferenciales que determinan las geodésicas y grafique diferentes
geodésicas, entre otras grafique una geodésica que sea un meridiano y una geodésica que com-
pruebe que un paralelo en particular no es geodésica. Ayuda: Vea la Figura 5.19 de la pdgina
206, la cual estd hecha para un cono.

2. Considere un cilindro vertical. En este caso los paralelos y los meridianos si son geodésicas.
Compruébelo usando Maple. Ademdas haga dibujos de geodésicas que no sean ni paralelos ni
meridianos. Cémo son estas curvas?. Compruébelo resolviendo las ecuaciones.

3. Manejo del comando plotgeo

El objetivo es dibujar una superficie M con una parametrizacién ortogonal X, es decir tal
que F' =0, y sobre ella una geodésica a.

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden debemos dar
las condiciones iniciales: un punto p € M y un vector v € T, M. El punto p = X (ug, v9), la curva
geodésica a(t) = X (u(t),v(t)) y el vector v = o (t) = Xyu' + X,v" el cual da la direccion inicial
se establece dando

plotgeo(X,ustart,uend,vstart,vend,u0,v0,Du0,Dv0,T,N,gr,theta,phi);

plotgeo(witch,-1.1,1.1,0,2%Pi,Pi/3,0,0,1,100,200,[15,30],92,-113);

Este comando tiene 14 entradas a saber:

1. Nombre de la superficie a graficar: X = witch



10.

11.

12.

13.

14.

Umin < U < Umagr Umin = ustart = —1,1

Umar = uend = 1,1

Umin < U < Umaz Umin = vstart =0

Umaz = vend = 2xPi

Primera coordenada del punto p, ug = u0 = Pi/3
Segunda coordenada del punto p, vg = v0 =0
Primera componente del vector v, Du0=0
Segunda componente del vector v, DvO=1

El valor de T es el valor numérico méximo del pardmetro ¢ de la geodésica «a(t), 0 <t < T.
T=100

El valor de N es el nimero de puntos cuando se plotea la geodésica, hace que se vea méas
suave cuando este valor es grande, pero exige maquina, pues debe hacer muchos célculos.
N=200

Lo que estd dentro del corchete es la grilla en el dominio D de (u,v). Entre méis grande
mejor pero exige maquina para hacer tanto calculo. gr = [15, 30]

Para visualizar la grifica se da un punto de vista (donde esta nuestro ojo), en coordenadas
esféricas 0 = 92

Es el valor de ¢ en coordenadas esféricas donde estd nuestro ojo. ¢ = —113

Esos 1ltimos valores no son tan importantes aunque siempre se deben colocar. Recuerde que
usted puede mover y rotar el grafico. Cuando hace una traduccién a otro formato por ejemplo
.pdf aparecerd tal cual aparece en primera instancia.

3.1.
1.

Ecuaciones

Hiperboloide de un solo manto

r LY 2y X (u,v) = (acoshucosv,bcoshusinv, csinhu)

—+ 5 =1 X (u,v) = (acosv,bsinv, u)



